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Ïðåäâàðèòåëüíîå ñîäåðæàíèå êóðñà

äàòà òåìà

16.02.2013 1. Ìîäåëèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ áóëåâûõ ïåðåìåííûõ
2.03.2013 2. Àíàëèç êà÷åñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
16.03.2013 3. Ìàòðîèäû
30.03.2013 4. Ïåðåñå÷åíèå ìàòðîèäîâ
13.04.2013 5. Ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû
27.04.2013 6. Ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ
11.05.2013 7. Ìåòàýâðèñòèêè
25.05.2013 8. Äâóõóðîâíåâîå ïðîãðàììèðîâàíèå
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Ââåäåíèå

Ñîñòàâëÿþùèå èòîãîâîé îöåíêè

Ýêçàìåí: 40

Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû: 4×5
Êîíòðîëüíûå ðàáîòû: 2×5
Äîìàøíèå ðàáîòû: 3×2
Ëåêöèè: 8×2
Ñåìèíàðû: 16×0.5

0-50 =⇒ ¾íåóä¿
51-75 =⇒ ¾óäîâë¿
76-90 =⇒ ¾õîð¿
91-100 =⇒ ¾îòë¿
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Ïëàí ëåêöèè

Ñîäåðæàíèå ëåêöèè

1 Ââåäåíèå

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

3 Ìîäåëèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ áóëåâûõ ïåðåìåííûõ

4 Ëèíåàðèçàöèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

5 Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

6 Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðîì îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è P (èëè èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷åé)

íàçûâàåòñÿ òðîéêà I = (X, f, t), ãäå

X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî,

f : X → R � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ,

t � âèä èñêîìîãî ýêñòðåìóìà, min èëè max.

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X íàçûâàþòñÿ äîïóñòèìûìè ðåøåíèÿìè (èëè

ïðîñòî ðåøåíèÿìè), ôóíêöèÿ f � öåëåâîé ôóíêöèåé.

Îïðåäåëåíèå

Ðåøåíèå x∗ íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ ïðèìåðà

I = (X, f, t), åñëè f(x∗) 6 (>)f(x), ∀x ∈ X è t = min(max).
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè P � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ïðèìåðîâ I çàäà÷è P

Îïðåäåëåíèå

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè P íàçûâàåòñÿ êîìáèíàòîðíîé èëè äèñêðåòíîé,

åñëè äëÿ êàæäîãî ïðèìåðà I = (X, f, t) ∈ P , ìíîæåñòâî X íå áîëåå

÷åì ñ÷åòíî.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷

(X, f, t)
⇓

F (x)→ extr
x

ϕi(x) 6 0, i = 1, . . . , n

Ïðîáëåìà ìîäåëèðîâàíèÿ

Êàê âûáðàòü ïåðåìåííûå x è ôóíêöèè F (·), ϕi(·), ÷òîáû îïòèìàëüíîìó

(è äîïóñòèìîìó) çíà÷åíèþ ïåðåìåííûõ x â ìîäåëè ñîîòâåòñòâîâàëî

îïòèìàëüíîå (äîïóñòèìîå) ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è?

Êàêóþ ìîäåëü âûáðàòü, ÷òîáû ñóùåñòâóþùèå èëè ñïåöèàëüíî

ðàçðàáàòûâàåìûå àëãîðèòìû ïîèñêà ðåøåíèé îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷

óñïåøíî ñ íåé ðàáîòàëè?
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷

(X, f, t)
⇓

F (x)→ extr
x

ϕi(x) 6 0, i = 1, . . . , n

Ïðîáëåìà ìîäåëèðîâàíèÿ

Êàê âûáðàòü ïåðåìåííûå x è ôóíêöèè F (·), ϕi(·), ÷òîáû îïòèìàëüíîìó

(è äîïóñòèìîìó) çíà÷åíèþ ïåðåìåííûõ x â ìîäåëè ñîîòâåòñòâîâàëî

îïòèìàëüíîå (äîïóñòèìîå) ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è?

Êàêóþ ìîäåëü âûáðàòü, ÷òîáû ñóùåñòâóþùèå èëè ñïåöèàëüíî

ðàçðàáàòûâàåìûå àëãîðèòìû ïîèñêà ðåøåíèé îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷

óñïåøíî ñ íåé ðàáîòàëè?
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷

(X, f, t)
⇓

F (x)→ extr
x

ϕi(x) 6 0, i = 1, . . . , n

Ïðîáëåìà ìîäåëèðîâàíèÿ

Êàê âûáðàòü ïåðåìåííûå x è ôóíêöèè F (·), ϕi(·), ÷òîáû îïòèìàëüíîìó

(è äîïóñòèìîìó) çíà÷åíèþ ïåðåìåííûõ x â ìîäåëè ñîîòâåòñòâîâàëî

îïòèìàëüíîå (äîïóñòèìîå) ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è?

Êàêóþ ìîäåëü âûáðàòü, ÷òîáû ñóùåñòâóþùèå èëè ñïåöèàëüíî

ðàçðàáàòûâàåìûå àëãîðèòìû ïîèñêà ðåøåíèé îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷

óñïåøíî ñ íåé ðàáîòàëè?
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ëèíåéíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîãðàììû

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà (ìîäåëü)

F (x)→ extr
x

ϕi(x) 6 0, i = 1, . . . , n

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè ôóíêöèè F , ϕi, i = 1, . . . , n ëèíåéíî
çàâèñÿò îò x.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ñìåøàííî-öåëî÷èñëåííûå ëèíåéíûå ïðîãðàììû

MILP â ñòàíäàðòíîé ôîðìå

A ∈ Qm×n, B ∈ Qm×p, b ∈ Qm, c ∈ Qn, d ∈ Qp

cx + dy → min
x,y

Ax + By > b,

x > 0,

y > 0, öåëûå

ìíîæåñòâî ðåøåíèé
X = {x ∈ Rn, y ∈ Zp | x > 0, y > 0, Ax + By > b}
çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè f(x, y) = cx + dy, ∀(x, y) ∈ X
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè MILP

çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, LP
x > 0,
y > 0

çàäà÷à áóëåâà (èëè 0�1) ïðîãðàììèðîâàíèÿ
x ∈ {0, 1},
y ∈ {0, 1}
çàäà÷à ñìåøàííîãî áóëåâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ
x > 0,
y ∈ {0, 1}
çàäà÷à ïîëíîñòüþ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ILP
x > 0, öåëûå,
y > 0, öåëûå
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Çàìå÷àíèå

Ëþáàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ïåðåìåííàÿ x, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç

îòðåçêà [0, U ] ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñ ïîìîùüþ U áóëåâûõ

ïåðåìåííûõ xj ∈ {0, 1}:

x =

U∑
j=1

xj

Âîïðîñ

Ìîæíî ëè ñîêðàòèòü ÷èñëî áóëåâûõ ïåðåìåííûõ â ïðåäñòàâëåíèè x?

Äà!

x =

blog2Uc∑
j=0

2jxj
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ îòíîøåíèé

Ïóñòü I � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, xi ∈ {0, 1}, i ∈ I è 0 6 y 6 1.
Òîãäà èìïëèêàöèÿ ¾åñëè xi = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I, òî y = 0¿
ìîäåëèðóåòñÿ íåðàâåíñòâîì

y 6
∑
i∈I

xi. (1)

Ïî÷åìó ýòî òàê?
Åñëè xi = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I, òî

∑
i∈I xi = 0. (1) ïðåâðàùàåòñÿ â y 6 0,

è y = 0 îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûì äîïóñòèìûì çíà÷åíèåì.
Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (1) íå ïîðîæäàåò ëèøíèõ
îãðàíè÷åíèé: åñëè xi = 1 äëÿ íåêîòîðîãî i, òî

∑
i∈I xi > 1 è (1)

äîïóñêàåò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ y.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ îòíîøåíèé
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü 0 6 y 6 c. Òîãäà èìïëèêàöèÿ
¾åñëè xi = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I, òî y = 0¿ ìîäåëèðóåòñÿ íåðàâåíñòâîì

y 6 c
∑
i∈I

xi. (2)
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé. Facility (Plant) location
problem. FLP.

Äàíî:
I � ìíîæåñòâî ìåñò âîçìîæíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé
J � ìíîæåñòâî ïîòðåáèòåëåé
ci � çàòðàòû íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèÿ â ìåñòå i
dij � ñòîèìîñòü îáñëóæèâàíèÿ ïîòðåáèòåëÿ j ïðåäïðèÿòèåì i

Îïðåäåëèòü ìåñòà ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé è ñõåìó
îáñëóæèâàíèÿ ïîòðåáèòåëåé òàê, ÷òîáû âñå ïîòðåáèòåëè áûëè
îáñëóæåíû è ñóììàðíûå çàòðàòû áûëè ìèíèìàëüíûìè.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé. Facility (Plant) location
problem. FLP.

Ïåðåìåííûå:

xi =

{
1, åñëè â ìåñòå i îòêðûòî ïðåäïðèÿòèå,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

yij =

{
1, åñëè ïîòðåáèòåëü j îáñëóæèâàåòñÿ â ïðåäïðèÿòèè i,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé. Facility (Plant) location
problem. FLP.

Îãðàíè÷åíèÿ:
1. Êàæäûé ïîòðåáèòåëü äîëæåí áûòü îáñëóæåí.∑

i∈I
yij = 1 ∀j ∈ J

.
2. Åñëè ïðåäïðèÿòèå i çàêðûòî, òî ïîòðåáèòåëü j íå ìîæåò
îáëóæèâàòüñÿ â i, òî åñòü

åñëè xi = 0, òî yij = 0, äëÿ êàæäîãî i ∈ I, j ∈ J.

Â âèäå íåðàâåíñòâà:

yij 6 xi, ∀i ∈ I, ∀j ∈ J.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé. Facility (Plant) location
problem. FLP.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

min
(xi),(yij)

∑
i∈I

cixi +
∑
i∈I

∑
j∈J

dijyij


∑
i∈I

yij = 1 ∀j ∈ J,

yij 6 xi ∀i ∈ I, ∀j ∈ J,

xi, yij ∈ {0, 1} ∀i ∈ I, ∀j ∈ J.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 17 / 77



Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà
ìîùíîñòè ïðîèçâîäñòâà. CFLP.

Äàíî:
I � ìíîæåñòâî ìåñò âîçìîæíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé
J � ìíîæåñòâî ïîòðåáèòåëåé
ci � çàòðàòû íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèÿ â ìåñòå i
dij � óäåëüíûå çàòðàòû íà äîñòàâêó ïîòðåáèòåëþ j ïðîäóêöèè
ïðåäïðèÿòèÿ i
ui � ïðîèçâîäñòâåííàÿ ìîùíîñòü ïðåäïðèÿòèÿ i
bj � ïîòðåáíîñòü ïîòðåáèòåëÿ j

Îïðåäåëèòü, â êàêèõ ïóíêòàõ ñëåäóåò ðàçìåñòèòü ïðåäïðèÿòèÿ è
êàê îðãàíèçîâàòü ïîñòàâêè, ÷òîáû ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðèòü
ïîòðåáèòåëüñêèé ñïðîñ ñ íàèìåíüøèìè ñóììàðíûìè çàòðàòàìè.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 18 / 77



Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà
ìîùíîñòè ïðîèçâîäñòâà. CFLP.

Ïåðåìåííûå:

xi =

{
1, åñëè â ìåñòå i îòêðûòî ïðåäïðèÿòèå,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

yij > 0 � êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè, ïîñòàâëÿåìîå ïîòðåáèòåëþ j
ïðåäïðèÿòèåì i.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà
ìîùíîñòè ïðîèçâîäñòâà. CFLP.

Îãðàíè÷åíèÿ:
1. Ïîòðåáíîñòè êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ äîëæíû áûòü óäîâëåòâîðåíû∑

i∈I
yij = bj ,∀j ∈ J

2. Çàêðûòîå ïðåäïðèÿòèå íèêîãî íå ñíàáæàåò è, åñëè â i îòêðûòî
ïðåäïðèÿòèå, îíî îòïðàâëÿåò ïîòðåáèòåëÿì íå áîëåå ui ïðîäóêöèè, ò. e.

0 6
∑
j∈J

yij 6 ui è, åñëè xi = 0, òî
∑
j∈J

yij = 0

Â âèäå íåðàâåíñòâà: ∑
j∈J

yij 6 uixi,∀i ∈ I.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 20 / 77



Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà
ìîùíîñòè ïðîèçâîäñòâà. CFLP.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

min
(xi),(yij)

∑
i∈I

cixi +
∑
i∈I

∑
j∈J

dijyij


∑
i∈I

yij = bj ,∀j ∈ J,

∑
j∈J

yij 6 uixi,∀i ∈ I,

xi ∈ {0, 1}, ∀i ∈ I,

yij > 0, ∀i ∈ I, ∀j ∈ J.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ îòíîøåíèé. Ïðîäîëæåíèå

... èìïëèêàöèÿ ¾åñëè xi = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I, òî y = 0¿ ìîäåëèðóåòñÿ

íåðàâåíñòâîì (1):

y 6
∑
i∈I

xi.

Äëÿ íåêîòîðîãî I1 ⊆ I îïðåäåëèì íîâûå ïåðåìåííûå zi, i ∈ I1 ïî
ïðàâèëó zi = 1− xi, è ïóñòü I0 = I\I1.
Èñõîäíàÿ èìïëèêàöèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â:

¾åñëè xi = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I0 è zi = 1 äëÿ âñåõ i ∈ I1, òî y = 0¿.
Ïîäñòàâëÿÿ â (1) xi = 1− zi ∀i ∈ I1, èìååì:

y 6
∑
i∈I0

xi +
∑
i∈I1

(1− zi) (3)
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ îòíîøåíèé. Ïðîäîëæåíèå

... èìïëèêàöèÿ ¾åñëè xi = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I, òî y = 0¿ ìîäåëèðóåòñÿ

íåðàâåíñòâîì (1):

y 6
∑
i∈I

xi.

Äëÿ íåêîòîðîãî I1 ⊆ I îïðåäåëèì íîâûå ïåðåìåííûå zi, i ∈ I1 ïî
ïðàâèëó zi = 1− xi, è ïóñòü I0 = I\I1.

Èñõîäíàÿ èìïëèêàöèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â:

¾åñëè xi = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I0 è zi = 1 äëÿ âñåõ i ∈ I1, òî y = 0¿.
Ïîäñòàâëÿÿ â (1) xi = 1− zi ∀i ∈ I1, èìååì:

y 6
∑
i∈I0

xi +
∑
i∈I1

(1− zi) (3)
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ îòíîøåíèé. Ïðîäîëæåíèå

... èìïëèêàöèÿ ¾åñëè xi = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I, òî y = 0¿ ìîäåëèðóåòñÿ

íåðàâåíñòâîì (1):

y 6
∑
i∈I

xi.

Äëÿ íåêîòîðîãî I1 ⊆ I îïðåäåëèì íîâûå ïåðåìåííûå zi, i ∈ I1 ïî
ïðàâèëó zi = 1− xi, è ïóñòü I0 = I\I1.
Èñõîäíàÿ èìïëèêàöèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â:

¾åñëè xi = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I0 è zi = 1 äëÿ âñåõ i ∈ I1, òî y = 0¿.

Ïîäñòàâëÿÿ â (1) xi = 1− zi ∀i ∈ I1, èìååì:

y 6
∑
i∈I0

xi +
∑
i∈I1

(1− zi) (3)
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ îòíîøåíèé. Ïðîäîëæåíèå

... èìïëèêàöèÿ ¾åñëè xi = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I, òî y = 0¿ ìîäåëèðóåòñÿ

íåðàâåíñòâîì (1):

y 6
∑
i∈I

xi.

Äëÿ íåêîòîðîãî I1 ⊆ I îïðåäåëèì íîâûå ïåðåìåííûå zi, i ∈ I1 ïî
ïðàâèëó zi = 1− xi, è ïóñòü I0 = I\I1.
Èñõîäíàÿ èìïëèêàöèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â:

¾åñëè xi = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I0 è zi = 1 äëÿ âñåõ i ∈ I1, òî y = 0¿.
Ïîäñòàâëÿÿ â (1) xi = 1− zi ∀i ∈ I1, èìååì:

y 6
∑
i∈I0

xi +
∑
i∈I1

(1− zi) (3)
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ îòíîøåíèé. Ïðîäîëæåíèå

Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâî (3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â

áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:∑
i∈I1

zi −
∑
i∈I0

xi + y 6 |I1|

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 23 / 77



Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Âîïðîñ

Èìïëèêàöèÿ

¾åñëè xi = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I0 è zi = 1 äëÿ âñåõ i ∈ I1, òî y = 1¿
ìîäåëèðóåòñÿ íåðàâåíñòâîì:

A:
∑
i∈I1

zi −
∑
i∈I0

xi − y 6 |I0| − 1

B:
∑
i∈I1

zi −
∑
i∈I0

xi − y 6 |I0|

C:
∑
i∈I1

zi −
∑
i∈I0

xi − y 6 |I1|+ 1

D:
∑
i∈I1

zi −
∑
i∈I0

xi − y 6 |I1| − 1

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 24 / 77



Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå âûáîðà áëèæàéøåãî ïðåäïðèÿòèÿ

Â çàäà÷àõ ðàçìåùåíèÿ ïîòðåáèòåëè ìîãóò
çàõîòåòü âûáèðàòü îáñëóæèâàþùåå ïðåäïðèÿòèå
ñàìîñòîÿòåëüíî. Íàïðèìåð, ïî êðèòåðèþ
óäàëåííîñòè îò äîìà.

Cij � ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäïðèÿòèé, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ê ïîòðåáèòåëþ
j áëèæå, ÷åì ïðåäïðèÿòèå i. Òîãäà

åñëè xi = 1 è xt = 0 äëÿ âñåõ t ∈ Cij , òî yij = 1.

Â âèäå íåðàâåíñòâà

1− yij 6 (1− xi) +
∑
t∈Cij

xt èëè yij > xi −
∑
t∈Cij

xt,

ãäå xi, yij ∈ {0, 1} (ñì. FLP)

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 25 / 77



Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå âûáîðà áëèæàéøåãî ïðåäïðèÿòèÿ

Â çàäà÷àõ ðàçìåùåíèÿ ïîòðåáèòåëè ìîãóò
çàõîòåòü âûáèðàòü îáñëóæèâàþùåå ïðåäïðèÿòèå
ñàìîñòîÿòåëüíî. Íàïðèìåð, ïî êðèòåðèþ
óäàëåííîñòè îò äîìà.

Cij � ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäïðèÿòèé, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ê ïîòðåáèòåëþ
j áëèæå, ÷åì ïðåäïðèÿòèå i.

Òîãäà

åñëè xi = 1 è xt = 0 äëÿ âñåõ t ∈ Cij , òî yij = 1.

Â âèäå íåðàâåíñòâà

1− yij 6 (1− xi) +
∑
t∈Cij

xt èëè yij > xi −
∑
t∈Cij

xt,

ãäå xi, yij ∈ {0, 1} (ñì. FLP)
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå âûáîðà áëèæàéøåãî ïðåäïðèÿòèÿ

Â çàäà÷àõ ðàçìåùåíèÿ ïîòðåáèòåëè ìîãóò
çàõîòåòü âûáèðàòü îáñëóæèâàþùåå ïðåäïðèÿòèå
ñàìîñòîÿòåëüíî. Íàïðèìåð, ïî êðèòåðèþ
óäàëåííîñòè îò äîìà.

Cij � ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäïðèÿòèé, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ê ïîòðåáèòåëþ
j áëèæå, ÷åì ïðåäïðèÿòèå i. Òîãäà

åñëè xi = 1 è xt = 0 äëÿ âñåõ t ∈ Cij , òî yij = 1.

Â âèäå íåðàâåíñòâà

1− yij 6 (1− xi) +
∑
t∈Cij

xt èëè yij > xi −
∑
t∈Cij

xt,

ãäå xi, yij ∈ {0, 1} (ñì. FLP)
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå âûáîðà áëèæàéøåãî ïðåäïðèÿòèÿ

Â çàäà÷àõ ðàçìåùåíèÿ ïîòðåáèòåëè ìîãóò
çàõîòåòü âûáèðàòü îáñëóæèâàþùåå ïðåäïðèÿòèå
ñàìîñòîÿòåëüíî. Íàïðèìåð, ïî êðèòåðèþ
óäàëåííîñòè îò äîìà.

Cij � ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäïðèÿòèé, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ê ïîòðåáèòåëþ
j áëèæå, ÷åì ïðåäïðèÿòèå i. Òîãäà

åñëè xi = 1 è xt = 0 äëÿ âñåõ t ∈ Cij , òî yij = 1.

Â âèäå íåðàâåíñòâà

1− yij 6 (1− xi) +
∑
t∈Cij

xt èëè yij > xi −
∑
t∈Cij

xt,

ãäå xi, yij ∈ {0, 1} (ñì. FLP)
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå òðàíçèòèâíîñòè

Çàäàí ãðàô G = (V,E).

Åñëè â G ñóùåñòâóåò ïóòü èç v1 â v2 è èç v2 â v3, òî åñòü è ïóòü èç v1 â
v3. Òàêèì îáðàçîì îòíîøåíèå ¾áûòü äîñòèæèìûì èç¿ ÿâëÿåòñÿ
òðàíçèòèâíûì. Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî îïèñàòü ëèíåéíûìè
íåðàâåíñòâàìè!
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå òðàíçèòèâíîñòè

Çàäàí ãðàô G = (V,E).

Åñëè â G ñóùåñòâóåò ïóòü èç v1 â v2 è èç v2 â v3, òî åñòü è ïóòü èç v1 â
v3. Òàêèì îáðàçîì îòíîøåíèå ¾áûòü äîñòèæèìûì èç¿ ÿâëÿåòñÿ
òðàíçèòèâíûì. Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî îïèñàòü ëèíåéíûìè
íåðàâåíñòâàìè!

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 26 / 77



Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïóñòü xij =

{
1, åñëè ìåæäó âåðøèíàìè i è j åñòü ïóòü
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

.

Äëÿ ëþáîé òðîéêè âåðøèí (i, j, k) åñëè xij = 1 è xjk = 1, òî xik = 1.
Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì ìîäåëèðîâàíèÿ èìïëèêàöèé, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ ãðóïïó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ:

xij + xjk − xik 6 1.∀i, j, k ∈ V
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïóñòü xij =

{
1, åñëè ìåæäó âåðøèíàìè i è j åñòü ïóòü
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

.

Äëÿ ëþáîé òðîéêè âåðøèí (i, j, k) åñëè xij = 1 è xjk = 1, òî xik = 1.

Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì ìîäåëèðîâàíèÿ èìïëèêàöèé, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ ãðóïïó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ:

xij + xjk − xik 6 1.∀i, j, k ∈ V

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 27 / 77



Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïóñòü xij =

{
1, åñëè ìåæäó âåðøèíàìè i è j åñòü ïóòü
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

.

Äëÿ ëþáîé òðîéêè âåðøèí (i, j, k) åñëè xij = 1 è xjk = 1, òî xik = 1.
Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì ìîäåëèðîâàíèÿ èìïëèêàöèé, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ ãðóïïó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ:

xij + xjk − xik 6 1. ∀i, j, k ∈ V
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà (òðàíçèòèâíîñòü è
àíòèñèììåòðè÷íîñòü)

Ðàáîòû âûïîëíÿþòñÿ íà îäíîì
ñòàíêå. Î÷åðåäíàÿ ðàáîòà íå ìîæåò
íà÷àòüñÿ, ïîêà íå çàêîí÷èòñÿ
ïðåäûäóùàÿ ðàáîòà

Ïóñòü xij =

{
1, åñëè ðàáîòà i âûïîëíÿåòñÿ äî ðàáîòû j
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

xii = 0 ∀i ∈ I
Â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè: xij = 1− xji ñ i 6= j.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà (òðàíçèòèâíîñòü è
àíòèñèììåòðè÷íîñòü)

Ðàáîòû âûïîëíÿþòñÿ íà îäíîì
ñòàíêå. Î÷åðåäíàÿ ðàáîòà íå ìîæåò
íà÷àòüñÿ, ïîêà íå çàêîí÷èòñÿ
ïðåäûäóùàÿ ðàáîòà

Ïóñòü xij =

{
1, åñëè ðàáîòà i âûïîëíÿåòñÿ äî ðàáîòû j
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

xii = 0 ∀i ∈ I
Â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè: xij = 1− xji ñ i 6= j.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà (òðàíçèòèâíîñòü è
àíòèñèììåòðè÷íîñòü)

Äëÿ êàæäîé òðîéêè ðàáîò i, j è k äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ îòíîøåíèå
òðàíçèòèâíîñòè.
Óáåäèòåñü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ:

xij + xjk − xik 6 1 äëÿ ëþáûõ (i, j, k), i < j < k

(1− xij)− xjk + xik 6 1 äëÿ ëþáûõ (i, j, k), i < j < k

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 29 / 77



Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè
(ðåôëåêñèâíîñòü, òðàíçèòèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü)

B çàäà÷àõ êëàñòåðèçàöèè
íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ òðåáóåòñÿ ðàçäåëèòü íà
ïîäìíîæåñòâà ïî ïðèíöèïó
¾ñõîæåñòè¿.

Ïóñòü xij =

{
1, åñëè îáúåêòû i è j ëåæàò â îäíîì ïîäìíîæåñòâå
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè è ðåôëåêñèâíîñòè: xji = xij , xii = 1.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè
(ðåôëåêñèâíîñòü, òðàíçèòèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü)

B çàäà÷àõ êëàñòåðèçàöèè
íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ òðåáóåòñÿ ðàçäåëèòü íà
ïîäìíîæåñòâà ïî ïðèíöèïó
¾ñõîæåñòè¿.

Ïóñòü xij =

{
1, åñëè îáúåêòû i è j ëåæàò â îäíîì ïîäìíîæåñòâå
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè è ðåôëåêñèâíîñòè: xji = xij , xii = 1.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè
(ðåôëåêñèâíîñòü, òðàíçèòèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü)

B çàäà÷àõ êëàñòåðèçàöèè
íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ òðåáóåòñÿ ðàçäåëèòü íà
ïîäìíîæåñòâà ïî ïðèíöèïó
¾ñõîæåñòè¿.

Ïóñòü xij =

{
1, åñëè îáúåêòû i è j ëåæàò â îäíîì ïîäìíîæåñòâå
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè è ðåôëåêñèâíîñòè: xji = xij , xii = 1.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè
(òðàíçèòèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü)

åñëè i è j â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, j è k â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, òî
i è k, òàêæå â îäíîì ïîäìíîæåñòâå

xij + xjk − xik 6 1 äëÿ ëþáûõ (i, j, k), i < j < k.

åñëè i è j â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, i è k â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, òî
j è k, òàêæå â îäíîì ïîäìíîæåñòâå

xij + xik − xjk 6 1 äëÿ ëþáûõ (i, j, k), i < j < k.

åñëè i è k â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, j è k â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, òî
i è j, òàêæå â îäíîì ïîäìíîæåñòâå

xik + xjk − xij 6 1 äëÿ ëþáûõ (i, j, k), i < j < k.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè
(òðàíçèòèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü)

åñëè i è j â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, j è k â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, òî
i è k, òàêæå â îäíîì ïîäìíîæåñòâå

xij + xjk − xik 6 1 äëÿ ëþáûõ (i, j, k), i < j < k.

åñëè i è j â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, i è k â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, òî
j è k, òàêæå â îäíîì ïîäìíîæåñòâå

xij + xik − xjk 6 1 äëÿ ëþáûõ (i, j, k), i < j < k.

åñëè i è k â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, j è k â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, òî
i è j, òàêæå â îäíîì ïîäìíîæåñòâå

xik + xjk − xij 6 1 äëÿ ëþáûõ (i, j, k), i < j < k.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè
(òðàíçèòèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü)

åñëè i è j â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, j è k â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, òî
i è k, òàêæå â îäíîì ïîäìíîæåñòâå

xij + xjk − xik 6 1 äëÿ ëþáûõ (i, j, k), i < j < k.

åñëè i è j â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, i è k â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, òî
j è k, òàêæå â îäíîì ïîäìíîæåñòâå

xij + xik − xjk 6 1 äëÿ ëþáûõ (i, j, k), i < j < k.

åñëè i è k â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, j è k â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, òî
i è j, òàêæå â îäíîì ïîäìíîæåñòâå

xik + xjk − xij 6 1 äëÿ ëþáûõ (i, j, k), i < j < k.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 31 / 77



Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå âûáîðà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà

Êàê âûáðàòü ìèíèìóì èç äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë?

y = min(u1, u2), u1 > 0, u2 > 0
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå âûáîðà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà

Íóæíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü:

y 6 u1 è y 6 u2,

y > u1 èëè y > u2.

Ïóñòü

x =

{
1, åñëè íåðàâåíñòâî y > u1 âûïîëíÿåòñÿ
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

W � íåêîòîðîå áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå âûáîðà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà

Íóæíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü:

y 6 u1 è y 6 u2,

y > u1 èëè y > u2.

Ïóñòü

x =

{
1, åñëè íåðàâåíñòâî y > u1 âûïîëíÿåòñÿ
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

W � íåêîòîðîå áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 33 / 77



Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå âûáîðà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà

Íóæíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü:

y 6 u1 è y 6 u2,

y > u1 èëè y > u2.

Ïóñòü

x =

{
1, åñëè íåðàâåíñòâî y > u1 âûïîëíÿåòñÿ
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

W � íåêîòîðîå áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå âûáîðà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà

Íóæíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü:

y 6 u1 è y 6 u2,

y > u1 èëè y > u2.

Ïóñòü

x =

{
1, åñëè íåðàâåíñòâî y > u1 âûïîëíÿåòñÿ
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

W � íåêîòîðîå áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå âûáîðà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà

Íóæíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü:

y 6 u1 è y 6 u2,

y > u1 èëè y > u2.

Ïóñòü

x =

{
1, åñëè íåðàâåíñòâî y > u1 âûïîëíÿåòñÿ
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

W � íåêîòîðîå áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå âûáîðà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà

y = min(u1, u2), u1 > 0, u2 > 0

y 6 u1

y 6 u2

y > u1 −W (1− x)

y > u2 −Wx

x ∈ {0, 1}
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå âûáîðà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà

y = min(u1, u2), u1 > 0, u2 > 0

y 6 u1

y 6 u2

y > u1 −W (1− x)

y > u2 −Wx

x ∈ {0, 1}
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Âîïðîñ

Ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

y 6 u1

y 6 u2

y > u1 −W (1− x)

y > u2 −Wx

y > 0,

x ∈ {0, 1}

ìîäåëèðóåòñÿ âûáîð ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà y = min(u1, u2).
Êàêîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå áîëüøîé êîíñòàíòû W ìîæíî ìîæíî

èñïîëüçîâàòü ïðè u1 = 3, u2 = 5?
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé

Ïóñòü äîïóñòèìàÿ îáëàñòü îáðàçîâàíà îáúåäèíåíèåì äâóõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ P1 è P2:

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 36 / 77



Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé

Ìíîãîóãîëüíèêè çàäàþòñÿ ãðóïïàìè íåðàâåíñòâ.

P1 :

2y1 + y2 > 4

y1 − y2 > −4

−4y1 + 3y2 > −8

2y1 + 3y2 6 22

y1, y2 > 0

P2 :

3y1 + 4y2 > 22

−3y1 + 4y2 6 10

y1 + y2 6 13

y1 − y2 6 5

y1, y2 > 0

Ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò õîòÿ áû îäíîé
ãðóïïå íåðàâåíñòâ.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé. Ïåðâûé ñïîñîá

Ïðåîáðàçóåì îãðàíè÷åíèÿ ê âèäó Ax 6 b:

P1 :

−2y1 − y2 6 −4

−y1 + y2 6 4

4y1 − 3y2 6 8

2y1 + 3y2 6 22

y1, y2 > 0

P2 :

−3y1 − 4y2 6 −22

−3y1 + 4y2 6 10

y1 + y2 6 13

y1 − y2 6 5

y1, y2 > 0

Çàâåäåì èíäèêàòîðíóþ ïåðåìåííóþ:

x =

{
1, åñëè âûïîëíåíà ãðóïïà íåðàâåíñòâ äëÿ P1

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

W � áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé. Ïåðâûé ñïîñîá

Ïðåîáðàçóåì îãðàíè÷åíèÿ ê âèäó Ax 6 b:

P1 :

−2y1 − y2 6 −4

−y1 + y2 6 4

4y1 − 3y2 6 8

2y1 + 3y2 6 22

y1, y2 > 0

P2 :

−3y1 − 4y2 6 −22

−3y1 + 4y2 6 10

y1 + y2 6 13

y1 − y2 6 5

y1, y2 > 0
Çàâåäåì èíäèêàòîðíóþ ïåðåìåííóþ:

x =

{
1, åñëè âûïîëíåíà ãðóïïà íåðàâåíñòâ äëÿ P1

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

W � áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé. Ïåðâûé ñïîñîá

Ïðåîáðàçóåì îãðàíè÷åíèÿ ê âèäó Ax 6 b:

P1 :

−2y1 − y2 6 −4

−y1 + y2 6 4

4y1 − 3y2 6 8

2y1 + 3y2 6 22

y1, y2 > 0

P2 :

−3y1 − 4y2 6 −22

−3y1 + 4y2 6 10

y1 + y2 6 13

y1 − y2 6 5

y1, y2 > 0
Çàâåäåì èíäèêàòîðíóþ ïåðåìåííóþ:

x =

{
1, åñëè âûïîëíåíà ãðóïïà íåðàâåíñòâ äëÿ P1

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

W � áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé. Ïåðâûé ñïîñîá

P1 :
−2y1 − y2 6 −4 + W (1− x)
−y1 + y2 6 4 + W (1− x)
4y1 − 3y2 6 8 + W (1− x)
2y1 + 3y2 6 22 + W (1− x)

P2 :
−3y1 − 4y2 6 −22 + Wx
−3y1 + 4y2 6 10 + Wx
y1 + y2 6 13 + Wx
y1 − y2 6 5 + Wx

x ∈ {0, 1}
y1 > 0, y2 > 0
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé. Ïåðâûé ñïîñîá

P1 :
−2y1 − y2 6 −4 + W (1− x)
−y1 + y2 6 4 + W (1− x)
4y1 − 3y2 6 8 + W (1− x)
2y1 + 3y2 6 22 + W (1− x)

P2 :
−3y1 − 4y2 6 −22 + Wx
−3y1 + 4y2 6 10 + Wx
y1 + y2 6 13 + Wx
y1 − y2 6 5 + Wx

x ∈ {0, 1}
y1 > 0, y2 > 0
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé. Ïåðâûé ñïîñîá

P1 :
−2y1 − y2 6 −4 + W (1− x)
−y1 + y2 6 4 + W (1− x)
4y1 − 3y2 6 8 + W (1− x)
2y1 + 3y2 6 22 + W (1− x)

P2 :
−3y1 − 4y2 6 −22 + Wx
−3y1 + 4y2 6 10 + Wx
y1 + y2 6 13 + Wx
y1 − y2 6 5 + Wx

x ∈ {0, 1}
y1 > 0, y2 > 0
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé. Ïåðâûé ñïîñîá

P1 :
−2y1 − y2 6 −4 + W (1− x)
−y1 + y2 6 4 + W (1− x)
4y1 − 3y2 6 8 + W (1− x)
2y1 + 3y2 6 22 + W (1− x)

P2 :
−3y1 − 4y2 6 −22 + Wx
−3y1 + 4y2 6 10 + Wx
y1 + y2 6 13 + Wx
y1 − y2 6 5 + Wx

x ∈ {0, 1}
y1 > 0, y2 > 0

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 39 / 77



Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé. Âòîðîé ñïîñîá

Áóëåâà ïåðåìåííàÿ x ∈ {0, 1} êàê â ïåðâîì ñïîñîáå.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé. Âòîðîé ñïîñîá

P1 :
2y11 + y12 > 4x
y11 − y12 > −4x
−4y11 + 3y12 > −8x
2y11 + 3y12 6 22x

P2 :
3y21 + 4y22 > 22(1− x)
−3y21 + 4y22 6 10(1− x)
y21 + y22 6 13(1− x)
y21 − y22 6 5(1− x)

y11 + y21 = y1
y12 + y22 = y2
y11 > 0, y12 > 0
y21 > 0, y22 > 0
y1 > 0, y2 > 0
x ∈ {0, 1}

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî P1 ∪ P2 6= Ø òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà
íåðàâåíñòâ ðàçðåøèìà.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé. Âòîðîé ñïîñîá

P1 :
2y11 + y12 > 4x
y11 − y12 > −4x
−4y11 + 3y12 > −8x
2y11 + 3y12 6 22x

P2 :
3y21 + 4y22 > 22(1− x)
−3y21 + 4y22 6 10(1− x)
y21 + y22 6 13(1− x)
y21 − y22 6 5(1− x)

y11 + y21 = y1
y12 + y22 = y2
y11 > 0, y12 > 0
y21 > 0, y22 > 0
y1 > 0, y2 > 0
x ∈ {0, 1}

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî P1 ∪ P2 6= Ø òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà
íåðàâåíñòâ ðàçðåøèìà.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé. Âòîðîé ñïîñîá

P1 :
2y11 + y12 > 4x
y11 − y12 > −4x
−4y11 + 3y12 > −8x
2y11 + 3y12 6 22x

P2 :
3y21 + 4y22 > 22(1− x)
−3y21 + 4y22 6 10(1− x)
y21 + y22 6 13(1− x)
y21 − y22 6 5(1− x)

y11 + y21 = y1
y12 + y22 = y2
y11 > 0, y12 > 0
y21 > 0, y22 > 0
y1 > 0, y2 > 0
x ∈ {0, 1}

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî P1 ∪ P2 6= Ø òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà
íåðàâåíñòâ ðàçðåøèìà.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ

Çàäàí ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîò íà ìàøèíàõ:
ðàáîòà j ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ íà ìàøèíå ñ íîìåðîì j(1),
çàòåì íà ìàøèíå ñ íîìåðîì j(2)...
Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìàøèíà ìîæåò âûïîëíÿòü íå áîëåå îäíîé
ðàáîòû, êàæäàÿ ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà îäíîé ìàøèíå.
Ðàáîòû íå ïðåðûâàþòñÿ.
pij � äëèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîòû j íà ìàøèíå i.
Òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü âñå ðàáîòû è ìèíèìèçèðîâàòü ñóììó âðåìåí
çàâåðøåíèÿ âñåõ ðàáîò.
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ

Ïåðåìåííûå:

tij > 0, öåëûå � âðåìÿ íà÷àëà âûïîëíåíèÿ ðàáîòû j íà ìàøèíå i

xijk =

{
1, åñëè ðàáîòà j ïðåäøåñòâóåò k íà ìàøèíå i, j < k
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ

Åñëè ðàáîòà j ïðåäøåñòâóåò ðàáîòå k íà ìàøèíå i, òî âðåìÿ íà÷àëà
ðàáîòû k äîëæíî íàñòóïèòü íå ðàíüøå âðåìåíè çàâåðøåíèÿ ðàáîòû j:
tik > tij + pij , åñëè xijk = 1
è
tij > tik + pik, åñëè xijk = 0

tik > tij + pij −W (1− xijk)
tij > tik + pik −Wxijk,
ãäå W � áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ

Êàæäàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ íà ðàçíûõ
ìàøèíàõ è (r + 1)-àÿ îïåðàöèÿ ðàáîòû j íå ìîæåò íà÷àòüñÿ ïîêà íå
áóäåò çàâåðøåíà ïðåäûäóùàÿ r-àÿ îïåðàöèÿ, çíà÷èò
tj(r+1)j > tj(r)j + pj(r)j
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Ïðàâèëà ìîäåëèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

min

n∑
j=1

(tj(m)j + pj(m)j)

tj(r+1)j > tj(r)j + pj(r)j , r = 1, . . . , (m− 1), j = 1, . . . , n

tik > tij + pij −W (1− xijk), i = 1, . . . ,m; j, k = 1, . . . , n

tij > tik + pik −Wxijk, i = 1, . . . ,m; j, k = 1, . . . , n

tij > 0, i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n

xijk ∈ {0, 1}, i = 1, . . . ,m; j, k = 1, . . . , n
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Ëèíåàðèçàöèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Ëèíåàðèçàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ

Êàê ñäåëàòü ýêâèâàëåíòíóþ ëèíåéíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó?

xixj , ãäå xi, xj ∈ {0, 1}

Ïóñòü yij = xixj
yij = 1⇔ xi = 1 è xj = 1

yij = 1⇒ xi = 1 yij 6 xi

yij = 1⇒ xj = 1 yij 6 xj

xi = 1 è xj = 1⇒ yij = 1 xi + xj − yij 6 1
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Ëèíåàðèçàöèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Ëèíåàðèçàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ

Êàê ñäåëàòü ýêâèâàëåíòíóþ ëèíåéíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó?

xixj , ãäå xi, xj ∈ {0, 1}

Ïóñòü yij = xixj

yij = 1⇔ xi = 1 è xj = 1

yij = 1⇒ xi = 1 yij 6 xi

yij = 1⇒ xj = 1 yij 6 xj

xi = 1 è xj = 1⇒ yij = 1 xi + xj − yij 6 1
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Ëèíåàðèçàöèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Ëèíåàðèçàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ

Êàê ñäåëàòü ýêâèâàëåíòíóþ ëèíåéíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó?

xixj , ãäå xi, xj ∈ {0, 1}

Ïóñòü yij = xixj
yij = 1⇔ xi = 1 è xj = 1

yij = 1⇒ xi = 1 yij 6 xi

yij = 1⇒ xj = 1 yij 6 xj

xi = 1 è xj = 1⇒ yij = 1 xi + xj − yij 6 1
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Ëèíåàðèçàöèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Ëèíåàðèçàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ

Êàê ñäåëàòü ýêâèâàëåíòíóþ ëèíåéíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó?

xixj , ãäå xi, xj ∈ {0, 1}

Ïóñòü yij = xixj
yij = 1⇔ xi = 1 è xj = 1

yij = 1⇒ xi = 1 yij 6 xi

yij = 1⇒ xj = 1 yij 6 xj

xi = 1 è xj = 1⇒ yij = 1 xi + xj − yij 6 1
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Ëèíåàðèçàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ

Êàê ñäåëàòü ýêâèâàëåíòíóþ ëèíåéíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó?

xixj , ãäå xi, xj ∈ {0, 1}

Ïóñòü yij = xixj
yij = 1⇔ xi = 1 è xj = 1

yij = 1⇒ xi = 1 yij 6 xi

yij = 1⇒ xj = 1 yij 6 xj

xi = 1 è xj = 1⇒ yij = 1 xi + xj − yij 6 1

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 47 / 77
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Ëèíåàðèçàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ

Êàê ñäåëàòü ýêâèâàëåíòíóþ ëèíåéíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó?

xixj , ãäå xi, xj ∈ {0, 1}

Ïóñòü yij = xixj
yij = 1⇔ xi = 1 è xj = 1

yij = 1⇒ xi = 1 yij 6 xi

yij = 1⇒ xj = 1 yij 6 xj

xi = 1 è xj = 1⇒ yij = 1 xi + xj − yij 6 1

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 47 / 77
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Çàäà÷à î êëèêå ìàêñèìàëüíîãî âåñà

Äàíî:
G = (V,E) � âçâåøåííûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô.

Íàéòè:
ïîëíûé ïîäãðàô (êëèêó) ãðàôà G ìàêñèìàëüíîãî âåñà.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 48 / 77
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Çàäà÷à î êëèêå ìàêñèìàëüíîãî âåñà

Ïåðåìåííûå:

xi =

{
1, åñëè âåðøèíà i âõîäèò â êëèêó

0, èíà÷å
, ∀i ∈ V

yij =

{
1, åñëè ðåáðî (i, j) âõîäèò â êëèêó

0, èíà÷å
, ∀i, j ∈ V : i < j

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 49 / 77
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Çàäà÷à î êëèêå ìàêñèìàëüíîãî âåñà

Ïîäãðàô ÿâëÿåòñÿ êëèêîé, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå ñîäåðæèò
ïàðó âåðøèí, ìåæäó êîòîðûìè íåò ðåáðà â èñõîäíîì ãðàôå.
Òî åñòü

xi = 1 =⇒ xj = 0 ∀j : (i, j) /∈ E

Â âèäå íåðàâåíñòâà:

xj 6 1− xi ∀i,∀j : (i, j) /∈ E

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 50 / 77
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Çàäà÷à î êëèêå ìàêñèìàëüíîãî âåñà

Äëÿ ïîäñ÷åòà öåëåâîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî çíàòü ðåáðà, âõîäÿùèå â
êëèêó.
Ïóñòü i < j. Ðåáðî (i, j) ∈ E âõîäèò â ïîäãðàô ⇐⇒ âåðøèíû i è j
âõîäÿò â ïîäãðàô.

Ñëåäîâàòåëüíî, yij = xixj .
Â âèäå íåðàâåíñòâ:

yij 6 xi

yij 6 xj

xi + xj − yij 6 1

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 51 / 77
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Çàäà÷à î êëèêå ìàêñèìàëüíîãî âåñà

Äëÿ ïîäñ÷åòà öåëåâîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî çíàòü ðåáðà, âõîäÿùèå â
êëèêó.
Ïóñòü i < j. Ðåáðî (i, j) ∈ E âõîäèò â ïîäãðàô ⇐⇒ âåðøèíû i è j
âõîäÿò â ïîäãðàô.
Ñëåäîâàòåëüíî, yij = xixj .

Â âèäå íåðàâåíñòâ:

yij 6 xi

yij 6 xj

xi + xj − yij 6 1

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 51 / 77
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Çàäà÷à î êëèêå ìàêñèìàëüíîãî âåñà

Äëÿ ïîäñ÷åòà öåëåâîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî çíàòü ðåáðà, âõîäÿùèå â
êëèêó.
Ïóñòü i < j. Ðåáðî (i, j) ∈ E âõîäèò â ïîäãðàô ⇐⇒ âåðøèíû i è j
âõîäÿò â ïîäãðàô.
Ñëåäîâàòåëüíî, yij = xixj .
Â âèäå íåðàâåíñòâ:

yij 6 xi

yij 6 xj

xi + xj − yij 6 1

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 51 / 77
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Çàäà÷à î êëèêå ìàêñèìàëüíîãî âåñà

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

max
∑

(i,j)∈E

yijwij

xj 6 1− xi ∀(i, j) /∈ E

yij 6 xi ∀i, j ∈ V : i < j

yij 6 xj ∀i, j ∈ V : i < j

xi + xj − yij 6 1 ∀i, j ∈ V : i < j

xi, yij ∈ {0, 1}, i, j ∈ V

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 52 / 77
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Ëèíåàðèçàöèÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõ.
Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìè çàêóïêàìè

Äàíî:
I � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ìåñò äëÿ îòêðûòèÿ p ìàãàçèíîâ
J � ìíîæåñòâî ïîòðåáèòåëåé
uij � ïîëåçíîñòü ìàãàçèíà i äëÿ ïîòðåáèòåëÿ j
Bj � áþäæåò ïîòðåáèòåëÿ j
cij � óäåëüíàÿ ïðèáûëü îò ïîòðà÷åííîé ïîòðåáèòåëåì j äåíåæíîé
åäèíèöû â ìàãàçèíå i

Íàéòè:
Ðàçìåùåíèå p òîðãîâûõ öåíòðîâ, ìàêñèìèçèðóþùåå ñóììàðíóþ
ïðèáûëü ïðè òîì, ÷òî áþäæåò êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ äåëèòñÿ
ñðåäè îòêðûòûõ ìàãàçèíîâ ïðîïîðöèîíàëüíî èõ ïîëåçíîñòè äëÿ
äàííîãî ïîòðåáèòåëÿ.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 53 / 77
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Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìè çàêóïêàìè

Ïåðåìåííûå:

xi =

{
1, åñëè â ìåñòå i îòêðûâàåòñÿ òîðãîâûé öåíòð

0, èíà÷å

yij > 0 � ñóììà, ïîòðà÷åííàÿ êëèåíòîì j â òîðãîâîì öåíòðå i

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 54 / 77
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Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìè çàêóïêàìè

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

max
∑
i∈I

∑
j∈J

cijyij

∑
i∈I

xi = p

yij = Bj
uijxi∑

k∈I ukjxk
, i ∈ I, j ∈ J

xi ∈ {0, 1}, yij > 0, i ∈ I, j ∈ J

Ìîäåëü íåëèíåéíàÿ. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå:

zj =
Bj∑

k∈I ukjxk

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 55 / 77



Ëèíåàðèçàöèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìè çàêóïêàìè

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

max
∑
i∈I

∑
j∈J

cijyij

∑
i∈I

xi = p

yij = Bj
uijxi∑

k∈I ukjxk
, i ∈ I, j ∈ J

xi ∈ {0, 1}, yij > 0, i ∈ I, j ∈ J

Ìîäåëü íåëèíåéíàÿ. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå:

zj =
Bj∑

k∈I ukjxk

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 55 / 77
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Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìè çàêóïêàìè

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

max
∑
i∈I

∑
j∈J

cijyij

∑
i∈I

xi = p

yij 6 Bjxi, i ∈ I, j ∈ J∑
i∈I

yij = Bj , j ∈ J

yij 6 uijzj , i ∈ I, j ∈ J

uijzj 6 yij + Bj(1− xi), i ∈ I, j ∈ J

yij > 0, zj > 0, xi ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 56 / 77
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Çàäà÷à î öåíîîáðàçîâàíèè

Äàíî:
I � ìíîæåñòâî ôèëèàëîâ
J � ìíîæåñòâî ïîòðåáèòåëåé
bj � áþäæåò j-ãî ïîòðåáèòåëÿ
cij � òðàíñïîðòíûå çàòðàòû îò i-ãî ôèëèàëà äî j-ãî ïîòðåáèòåëÿ

Íàéòè:
ñòîèìîñòü ïðîäóêöèè â êàæäîì ôèëèàëå, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ìàêñèìàëüíûé ñóììàðíûé äîõîä îò ñâîèõ ôèëèàëîâ.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 57 / 77
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Çàäà÷à î öåíîîáðàçîâàíèè

Ïåðåìåííûå:

pi > 0 � ñòîèìîñòü ïðîäóêöèè â i-ì ôèëèàëå

xij =

{
1, åñëè j�ûé ïîòðåáèòåëü âûáðàë i�ûé ôèëèàë

0, èíà÷å.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 58 / 77
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Çàäà÷à î öåíîîáðàçîâàíèè

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

max
∑
i∈I

pi
∑
j∈J

xij

∑
i∈I

xij ≤ 1, j ∈ J

∑
i∈I

(bj − cij − pi)xij > 0, j ∈ J

∑
i∈I

(cij + pi)xij 6 ckj + pk, k ∈ I, j ∈ J

pi ≥ 0, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J

Ìîäåëü íåëèíåéíàÿ.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 59 / 77
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Çàäà÷à î öåíîîáðàçîâàíèè

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

max
∑
i∈I

pi
∑
j∈J

xij

∑
i∈I

xij ≤ 1, j ∈ J

∑
i∈I

(bj − cij − pi)xij > 0, j ∈ J

∑
i∈I

(cij + pi)xij 6 ckj + pk, k ∈ I, j ∈ J

pi ≥ 0, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J

Ìîäåëü íåëèíåéíàÿ.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 59 / 77
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Çàäà÷à î öåíîîáðàçîâàíèè. Ëèíåàðèçàöèÿ ìîäåëè

Ïóñòü pi � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ öåíà â i-îì ôèëèàëå,

pi = max
j∈J

(bj − cij)

Ââåäåì ïåðåìåííûå zij > 0 � äîõîä, êîòîðûé ïîëó÷àåò ïðîèçâîäèòåëü
îò i-ãî ôèëèàëà è j-ãî ïîòðåáèòåëÿ â íåì, zij = pixij .

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 60 / 77
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Çàäà÷à î öåíîîáðàçîâàíèè. Ëèíåàðèçàöèÿ ìîäåëè

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

max
∑
i∈I

∑
j∈J

zij∑
i∈I

(bj − cij)xij −
∑
i∈I

zij > 0, j ∈ J

ckj + pk −
∑
i∈I

cijxij −
∑
i∈I

zij > 0, k ∈ I, j ∈ J

(1− xij)pi − zij + pi > 0, i ∈ I, j ∈ J

(1− xij)pi + zij − pi > 0, i ∈ I, j ∈ J

zij 6 pixij , i ∈ I, j ∈ J∑
i∈I

xij 6 1, j ∈ J

pi > 0, xij ∈ {0, 1}, zij > 0, i ∈ I, j ∈ J
Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 61 / 77
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Òðåáóåòñÿ

ðàçáèòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ I íà p ãðóïï. Êàæäûé îáúåêò

ìîæåò ïîïàñòü òîëüêî â îäíó ãðóïïó.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 62 / 77
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Ïåðåìåííûå:

xik =

{
1, åñëè îáúåêò i ïîïàäàåò â ãðóïïó k

0, èíà÷å
, i ∈ I, k = 1, . . . , p.

Îãðàíè÷åíèÿ:
êàæäûé îáúåêò äîëæåí ïîïàñòü òîëüêî â îäíó ãðóïïó:

p∑
k=1

xik = 1, ∀i ∈ I

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 63 / 77
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Â ÷åì æå íåäîñòàòîê?

I = {a, b, c, d}, p = 3
Âîçìîæíîå ðàçáèåíèå {a}, {b, d}, {c}
Íî ýòè ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

ãðóïïà 1 ãðóïïà 2 ãðóïïà 3

{b, d} {a} {c}
{b, d} {c} {a}
{a} {b, d} {c}
{a} {c} {b, d}
{c} {b, d} {a}
{c} {a} {b, d}

Êàæäîìó ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâóåò (p!)
ýêâèâàëåíòíûõ ðåøåíèé!

Íóæíî èçáàâèòüñÿ îò ïåðåñòàíîâî÷íîé ñèììåòðèè!!!
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Âûõîä: ôàêòîðèçîâàòü ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé

Ïðîíóìåðîâàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà I.

Ñðåäè ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíûõ ðåøåíèé âûáðàòü îäíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

â êàæäîé ãðóïïå íàéòè îáúåêò ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì,

óïîðÿäî÷èòü ãðóïïû ïî âîçðàñòàíèþ ýòèõ íîìåðîâ è

ïðîíóìåðîâàòü ãðóïïû îò 1 äî p ñîãëàñíî ïîëó÷åííîìó ïîðÿäêó.

Ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå íàçîâåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêè

ìèíèìàëüíûì ðåøåíèåì ñðåäè ýêâèâàëåíòíûõ åìó ðåøåíèé.
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Âûõîä: ôàêòîðèçîâàòü ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé

Ïðîíóìåðîâàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà I.

Ñðåäè ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíûõ ðåøåíèé âûáðàòü îäíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

â êàæäîé ãðóïïå íàéòè îáúåêò ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì,

óïîðÿäî÷èòü ãðóïïû ïî âîçðàñòàíèþ ýòèõ íîìåðîâ è

ïðîíóìåðîâàòü ãðóïïû îò 1 äî p ñîãëàñíî ïîëó÷åííîìó ïîðÿäêó.

Ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå íàçîâåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêè

ìèíèìàëüíûì ðåøåíèåì ñðåäè ýêâèâàëåíòíûõ åìó ðåøåíèé.
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Âûõîä: ôàêòîðèçîâàòü ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé

Ïðîíóìåðîâàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà I.

Ñðåäè ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíûõ ðåøåíèé âûáðàòü îäíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

â êàæäîé ãðóïïå íàéòè îáúåêò ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì,

óïîðÿäî÷èòü ãðóïïû ïî âîçðàñòàíèþ ýòèõ íîìåðîâ è

ïðîíóìåðîâàòü ãðóïïû îò 1 äî p ñîãëàñíî ïîëó÷åííîìó ïîðÿäêó.

Ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå íàçîâåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêè

ìèíèìàëüíûì ðåøåíèåì ñðåäè ýêâèâàëåíòíûõ åìó ðåøåíèé.
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Âûõîä: ôàêòîðèçîâàòü ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé

Ïðîíóìåðîâàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà I.

Ñðåäè ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíûõ ðåøåíèé âûáðàòü îäíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

â êàæäîé ãðóïïå íàéòè îáúåêò ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì,

óïîðÿäî÷èòü ãðóïïû ïî âîçðàñòàíèþ ýòèõ íîìåðîâ è

ïðîíóìåðîâàòü ãðóïïû îò 1 äî p ñîãëàñíî ïîëó÷åííîìó ïîðÿäêó.

Ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå íàçîâåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
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Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 65 / 77



Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Âûõîä: ôàêòîðèçîâàòü ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé

Ïðîíóìåðîâàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà I.

Ñðåäè ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíûõ ðåøåíèé âûáðàòü îäíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

â êàæäîé ãðóïïå íàéòè îáúåêò ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì,

óïîðÿäî÷èòü ãðóïïû ïî âîçðàñòàíèþ ýòèõ íîìåðîâ è

ïðîíóìåðîâàòü ãðóïïû îò 1 äî p ñîãëàñíî ïîëó÷åííîìó ïîðÿäêó.

Ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå íàçîâåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêè

ìèíèìàëüíûì ðåøåíèåì ñðåäè ýêâèâàëåíòíûõ åìó ðåøåíèé.
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Ïðèìåð

{1, 2, 3, 4, 5, 6}

⇓
{1, 4, 6}, {3}, {2, 5}

⇓
1 : {1, 4, 6},2 : {2, 5},3 : {3}
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Ïðèìåð

{1, 2, 3, 4, 5, 6}
⇓

{1, 4, 6}, {3}, {2, 5}

⇓
1 : {1, 4, 6},2 : {2, 5},3 : {3}
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Ïðèìåð

{1, 2, 3, 4, 5, 6}
⇓

{1, 4, 6}, {3}, {2, 5}

⇓
1 : {1, 4, 6},2 : {2, 5},3 : {3}
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Ïðèìåð

{1, 2, 3, 4, 5, 6}
⇓

{1, 4, 6}, {3}, {2, 5}
⇓

1 : {1, 4, 6},2 : {2, 5},3 : {3}
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.
Íàçíà÷åíèÿ â ãðóïïû

Ãðóïïà 1.

Îáúåêò 1 äîëæåí ëåæàòü â ãðóïïå 1, òî åñòü x11 = 1.
Çàìåòèì, ÷òî x1k = 0, ïðè k > 1.

Ãðóïïà 2.

Åñëè îáúåêò 2 íå ëåæèò â ãðóïïå 1, òî îí äîëæåí ëåæàòü â ãðóïïå
2, òî åñòü

åñëè x21 = 0, òî x22 = 1.

Â âèäå íåðàâåíñòâà:
(1− x22) 6 x21.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 67 / 77
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.
Íàçíà÷åíèÿ â ãðóïïû

Ãðóïïà 1.

Îáúåêò 1 äîëæåí ëåæàòü â ãðóïïå 1, òî åñòü x11 = 1.
Çàìåòèì, ÷òî x1k = 0, ïðè k > 1.

Ãðóïïà 2.

Åñëè îáúåêò 2 íå ëåæèò â ãðóïïå 1, òî îí äîëæåí ëåæàòü â ãðóïïå
2, òî åñòü

åñëè x21 = 0, òî x22 = 1.

Â âèäå íåðàâåíñòâà:
(1− x22) 6 x21.
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.
Íàçíà÷åíèÿ â ãðóïïû

Ãðóïïà 2 (ïðîäîëæåíèå).

Åñëè îáúåêò 2 ëåæèò â ãðóïïå 1 è îáúåêò 3 íå ëåæèò â ãðóïïå 1,
òî îí äîëæåí ëåæàòü â ãðóïïå 2.

x21 = 1, x31 = 0
⇓

x32 = 1.

(1− x32) 6 (1− x21) + x31.

Åñëè îáúåêòû 2, . . . , (j − 1) ëåæàò â ãðóïïå 1 è îáúåêò j íå ëåæèò
â ãðóïïå 1, òîãäà îáúåêò j äîëæåí áûòü â ãðóïïå 2.

xi1 = 1, i = 2, . . . , j − 1;
xj1 = 0
⇓

xj2 = 1.

(1− xj2) 6
j−1∑
i=2

(1− xi1) + xj1.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 1. 16 ôåâðàëÿ, 2013 ã. 68 / 77
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.
Íàçíà÷åíèÿ â ãðóïïû

Ãðóïïà 2 (ïðîäîëæåíèå).

Åñëè îáúåêò 2 ëåæèò â ãðóïïå 1 è îáúåêò 3 íå ëåæèò â ãðóïïå 1,
òî îí äîëæåí ëåæàòü â ãðóïïå 2.

x21 = 1, x31 = 0
⇓

x32 = 1.

(1− x32) 6 (1− x21) + x31.

Åñëè îáúåêòû 2, . . . , (j − 1) ëåæàò â ãðóïïå 1 è îáúåêò j íå ëåæèò
â ãðóïïå 1, òîãäà îáúåêò j äîëæåí áûòü â ãðóïïå 2.

xi1 = 1, i = 2, . . . , j − 1;
xj1 = 0
⇓

xj2 = 1.

(1− xj2) 6
j−1∑
i=2

(1− xi1) + xj1.
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.
Íàçíà÷åíèÿ â ãðóïïû

Ãðóïïà 2 (ïðîäîëæåíèå).
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.
Íàçíà÷åíèÿ â ãðóïïû

Ãðóïïà 2 (ïðîäîëæåíèå).
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.
Íàçíà÷åíèÿ â ãðóïïû

Ãðóïïà 2 (ïðîäîëæåíèå).
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x21 = 1, x31 = 0
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x32 = 1.

(1− x32) 6 (1− x21) + x31.
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.
Íàçíà÷åíèÿ â ãðóïïû

Ãðóïïà 2 (ïðîäîëæåíèå).

Åñëè îáúåêò 2 ëåæèò â ãðóïïå 1 è îáúåêò 3 íå ëåæèò â ãðóïïå 1,
òî îí äîëæåí ëåæàòü â ãðóïïå 2.

x21 = 1, x31 = 0
⇓

x32 = 1.

(1− x32) 6 (1− x21) + x31.

Åñëè îáúåêòû 2, . . . , (j − 1) ëåæàò â ãðóïïå 1 è îáúåêò j íå ëåæèò
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xi1 = 1, i = 2, . . . , j − 1;
xj1 = 0
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.
Íàçíà÷åíèÿ â ãðóïïû

Ãðóïïû c 3 ïî p− 1.
Îáúåêò i ëåæèò â ãðóïïå ñ íîìåðîì l < k ⇐⇒

∑k−1
l=1 xil = 1.

×òîáû åùå íå ðàçìåùåííûé îáúåêò j îòêðûâàë íîâóþ ãðóïïó ñ
íîìåðîì k, îáúåêòû 1, . . . , j − 1 äîëæíû ëåæàòü â ãðóïïàõ ñ
íîìåðàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè k − 1, à îáúåêò j � íå ëåæàòü íè â
îäíîé èç íèõ.

(1− xjk) 6
j−1∑
i=2

(
1−

k−1∑
l=1

xil

)
+

k−1∑
l=1

xjl

j−1∑
i=2

k−1∑
l=1

xil −
k∑

l=1

xjl 6 j − 3,

k = 3, . . . , (p− 1), j = k, . . . , n.
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)
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Ñèììåòðèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.
Íàçíà÷åíèÿ â ãðóïïû

Ãðóïïà p.
Ì? ;)
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Âîïðîñ

Êàêèå èç äàííûõ ïðîãðàìì ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè è ìîäåëèðóþò âûáîð

ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà â ìàññèâå {ci}, i = 1, . . . , n?
A:

max

n∑
i=1

cixi

xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n

B:

max

(
n∑

i=2

(ci − ci−1)xi + c1

)
xi 6 xi−1, i = 2, . . . , n

xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n

C:

max cixi

xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n

D:

max cx

x ∈ {1, . . . , n}

E:

minx

x > ci, i = 1, . . . , n
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Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà

Å. Â. Àëåêñååâà Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðèìåðû è çàäà÷è.
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Îòâåòû íà âîïðîñû

Âîïðîñ

Èìïëèêàöèÿ

¾åñëè xi = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I0 è zi = 1 äëÿ âñåõ i ∈ I1, òî y = 1¿
ìîäåëèðóåòñÿ íåðàâåíñòâîì:

A:
∑
i∈I1

zi −
∑
i∈I0

xi − y 6 |I0| − 1

B:
∑
i∈I1

zi −
∑
i∈I0

xi − y 6 |I0|

C:
∑
i∈I1

zi −
∑
i∈I0

xi − y 6 |I1|+ 1

D:
∑
i∈I1

zi −
∑
i∈I0

xi − y 6 |I1| − 1
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ìîäåëèðóåòñÿ íåðàâåíñòâîì:

A:
∑
i∈I1

zi −
∑
i∈I0

xi − y 6 |I0| − 1

B:
∑
i∈I1

zi −
∑
i∈I0

xi − y 6 |I0|

C:
∑
i∈I1

zi −
∑
i∈I0

xi − y 6 |I1|+ 1

D:
∑
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∑
i∈I0

xi − y 6 |I1| − 1
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Äëÿ ¾åñëè xi = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I0 è zi = 1 äëÿ âñåõ i ∈ I1, òî y = 0¿
áûëî:

y 6
∑
i∈I0

xi +
∑
i∈I1

(1− zi)

Ñòàëî áûòü, äëÿ ¾åñëè xi = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I0 è zi = 1 äëÿ âñåõ i ∈ I1,
òî y = 1¿ áóäåò:

1− y 6
∑
i∈I0

xi +
∑
i∈I1

(1− zi)

Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ïîëó÷èì∑
i∈I1

zi −
∑
i∈I0

xi − y 6 |I1| − 1
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Âîïðîñ

Ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

y 6 u1

y 6 u2

y > u1 −W (1− x)

y > u2 −Wx

x ∈ {0, 1}

ìîäåëèðóåòñÿ âûáîð ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà y = min(u1, u2).
Êàêîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå áîëüøîé êîíñòàíòû W ìîæíî ìîæíî

èñïîëüçîâàòü ïðè u1 = 3, u2 = 5?
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Îòâåòû íà âîïðîñû

y 6 3

y 6 5

y > 3−W (1− x)

y > 5−Wx

x ∈ {0, 1}
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y 6 3
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y 6 3

y > 3−W (1− x)

y > 5−Wx

x ∈ {0, 1}
x = 0:

y 6 3

y > 3−W

y > 5

x = 1:

y 6 3

y > 3

y > 5−W
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y 6 3

y > 3−W (1− x)

y > 5−Wx

x ∈ {0, 1}
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y = 3
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x = 1:

y = 3

y > 5−W

Îòâåò: ïðè W < 2 = |u1 − u2| ñèñòåìà íå ñîâìåñòíà. Íàèìåíüøåå
âîçìîæíîå çíà÷åíèå: W = 2.
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