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Ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ

MILP â ñòàíäàðòíîé ôîðìå

min
x,y

(cx+ fy) (1)

Ax+By > b, (2)

x > 0, (3)

y > 0, öåëûå, (4)

X � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)�(4)

z∗(X) � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè (1) íà
ìíîæåñòâå X.
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Ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ

Ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ

LR (îò àíãë. relaxation � îñëàáëåíèå) äëÿ çàäà÷è (1)�(4)

min
x,y

(cx+ fy)

Ax+By > b,

x > 0,

y > 0.

XLR � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè

z∗(XLR) � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå
XLR.
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Ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ

Ñâîéñòâî ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè

X ⊆ XLR.

⇓

min
(x,y)∈X

f(x, y) > min
(x,y)∈XLR

f(x, y),

max
(x,y)∈X

f(x, y) 6 max
(x,y)∈XLR

f(x, y).
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Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Àáñîëþòíûé ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

|z∗(XLR)− z∗(X)|

Îòíîñèòåëüíûé ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

|z∗(XLR)− z∗(X)|
max {|z∗(XLR)|, |z∗(X)|}

· 100%.
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Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Ïðèìåð 1

P1:
max(x1 + x2)

3x1 + 5x2 6 15,

5x1 + 2x2 6 10,

x1 > 0, (5)

x2 > 0. (6)

P2 : x1 > 0, öåëûå âìåñòî (5)

P3 : x2 > 0, öåëûå âìåñòî (6)

P4 : x1 > 0, öåëûå è x2 > 0, öåëûå âìåñòî (5), (6)

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 2. 2 ìàðòà, 2013 ã. 7 / 62



Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äîïóñòèìûõ îáëàñòåé äëÿ

P1, P2, P3 è P4
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Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ P1, P2, P3 è P4

P1 : z∗(XP1) = 3.4211 x∗P1
= (1.0526, 2.3684);

P2 : z∗(XP2) = 3.4 x∗P2
= (1, 2.4);

P3 : z∗(XP3) = 3.2 x∗P3
= (1.2, 2);

P4 : z∗(XP4) = 3 x∗P4
= (1, 2).

Ðåøåíèå çàäà÷ P1, P2, P3 ñ áÎëüøåé äîïóñòèìîé îáëàñòüþ äàåò
âåðõíþþ îöåíêó íà îïòèìóì çàäà÷è P4 ñ áîëåå æåñòêèìè
òðåáîâàíèÿìè.

x∗P4
= bx∗P1

c.
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Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Ïðèìåð 2

max(2x1 + x2)

7x1 + 48x2 6 84,

− x1 + 12x2 > 3,

x1, x2 ∈ Z+.
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Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå IP è LR

z∗ = 11 x∗ = (5, 1);

z∗LR = 13.8864 x∗LR = (6.5455, 0.7955);

x∗ íåëüçÿ ïîëó÷èòü îêðóãëåíèåì ðåøåíèÿ x∗LR.
Àáñîëþòíûé ðàçðûâ: 13.8864− 11 = 2.8864
Îòíîñèòåëüíûé ðàçðûâ: 2.8864

13.8864 · 100 % = 20.79 %
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Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Ïðèìåð 3

max(2x1 + x2)

7x1 + 48x2 6 84,

− x1 + 12x2 > 13,

x1, x2 ∈ Z+.
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Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé

X = ∅
XLR � òðåóãîëüíèê ABC

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è LR íàõîäèòñÿ â òî÷êå C.
Íè îäíà öåëî÷èñëåííàÿ òî÷êà íå âõîäèò â îáëàñòü ABC.
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Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Ïðèìåð 4

x1 + x2 6 10,

5x1 + 3x2 > 15,

x1 6 6,

x2 6 7,

x1, x2 ∈ Z+.
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Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Äîïóñòèìàÿ îáëàñòü

XLR � ìíîãîóãîëüíèê ABCDEF

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è LR ëåæèò â îäíîé èç óãëîâûõ òî÷åê
ABCDEF .
Âñå óãëîâûå òî÷êè � öåëî÷èñëåííûå.
Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè ðàâåí íóëþ.
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Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà

Äàíî:
T � ïðîìåæóòîê âðåìåíè,
dt � çàêàç íà ïðîäóêöèþ â ìåñÿö t,
ct � çàòðàòû íà çàïóñê ïðîèçâîäñòâà â ìåñÿö t,
pt � óäåëüíûå çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî â ìåñÿö t,
ht � óäåëüíûå çàòðàòû íà õðàíåíèå ïðîäóêöèè â òå÷åíèå ìåñÿöà t.

Íàéòè:
ïëàí ïðîèçâîäñòâà è õðàíåíèÿ ïðîäóêöèè òàê, ÷òîáû âûïîëíèòü
çàêàç ñ ìèíèìàëüíûìè çàòðàòàìè.
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Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà

Ïåðåìåííûå çàäà÷è:
qit � ñòîëüêî ïðîäóêöèè ïðîèçâîäèòñÿ â ìåñÿö i, ÷òîáû âûïîëíèòü
çàêàç â ìåñÿö t, t > i

xt =

{
1, åñëè â ìåñÿö t áûëî çàïóùåíî ïðîèçâîäñòâî,
0− â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà

min

T∑
t=1

t∑
i=1

(pi + hi + hi+1 + . . .+ ht−1)qit +

T∑
t=1

ctxt, (7)

t∑
i=1

qit = dt, t = 1, . . . , T, (8)

qit 6 dtxi, i = 1, . . . , T, t = i, . . . , T, (9)

qit > 0, xt ∈ {0, 1}, t = 1, . . . , T. (10)

Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè äëÿ (7)�(10) ðàâåí íóëþ.
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Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Òåîðåìà îá îöåíêå áëèçîñòè ðåøåíèé IP è

ñîîòâåòñòâóþùåé LR

Ïóñòü A � öåëî÷èñëåííàÿ (m× n)�ìàòðèöà, êàæäûé ìèíîð êîòîðîé
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäèò ∆, è ïóñòü äàíû âåêòîðû b è
c. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáà ìàêñèìóìà

max{cx|Ax 6 b} (11)

è
max{cx|Ax 6 b, x ∈ Z} (12)

êîíå÷íû. Òîãäà:
1. Äëÿ ëþáîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ y çàäà÷è (11) ñóùåñòâóåò
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå z çàäà÷è (12), äëÿ êîòîðîãî ‖y − z‖∞ 6 n∆.
2. Äëÿ ëþáîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ z çàäà÷è (12) ñóùåñòâóåò
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå y çàäà÷è (11), äëÿ êîòîðîãî ‖y − z‖∞ 6 n∆.
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Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Ïðèìåð. Ãðàíèöà n∆ íå óëó÷øàåìà

A :=


+1 0 0 · · · 0
−1 +1 0 · · · 0
0 −1 +1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 . . . 0 −1 +1

 , (∆ = 1)

b :=


β
β
...
β

 ,
c := (1, . . . , 1)
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Ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè

Ïðèìåð. Ãðàíèöà n∆ íå óëó÷øàåìà

Ñëåäóþùèå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè ðåøåíèÿìè çàäà÷ (11) è
(12):

y :=


β
2β
...
nβ

 , z :=


0
0
...
0


‖y − z‖∞ = nβ ∀β ∈ [0, 1)
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×èñëî îãðàíè÷åíèé è ïåðåìåííûõ â ìîäåëè

×èñëî îãðàíè÷åíèé è ïåðåìåííûõ â ìîäåëè

Èìååòñÿ ïàðê èç òðåõ îäèíàêîâûõ ãðóçîâèêîâ è äâà ìàðøðóòà, ïî
êîòîðûì íóæíî îòïðàâèòü ãðóçîâèêè.
Òðåáóåòñÿ íàçíà÷èòü ãðóçîâèêè íà ìàðøðóòû.
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×èñëî îãðàíè÷åíèé è ïåðåìåííûõ â ìîäåëè

Ââåäåíèå ïåðåìåííûõ. Äâà ñïîñîáà

xij =

{
1, ãðóçîâèê i îòïðàâëÿåòñÿ ïî ìàðøðóòó j

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
, ãäå

i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2}.

Ïîëíûé ïåðåáîð âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ: 26.

yi =

{
1, ãðóçîâèê i îòïðàâëÿåòñÿ ïî 1-ìó ìàðøðóòó

0, ãðóçîâèê i îòïðàâëÿåòñÿ ïî 2-ìó ìàðøðóòó
, ãäå

i ∈ {1, 2, 3}.

Ïîëíûé ïåðåáîð âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ: 23.
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×èñëî îãðàíè÷åíèé è ïåðåìåííûõ â ìîäåëè

Ââåäåíèå ïåðåìåííûõ. Äâà ñïîñîáà

xij =

{
1, ãðóçîâèê i îòïðàâëÿåòñÿ ïî ìàðøðóòó j

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
, ãäå

i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2}.

Ïîëíûé ïåðåáîð âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ: 26.

yi =

{
1, ãðóçîâèê i îòïðàâëÿåòñÿ ïî 1-ìó ìàðøðóòó

0, ãðóçîâèê i îòïðàâëÿåòñÿ ïî 2-ìó ìàðøðóòó
, ãäå

i ∈ {1, 2, 3}.

Ïîëíûé ïåðåáîð âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ: 23.
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×èñëî îãðàíè÷åíèé è ïåðåìåííûõ â ìîäåëè

Íåäîñòàòîê: ñèììåòðèÿ â ðåøåíèÿõ

Âñå ãðóçîâèêè îäèíàêîâûå, òî ïàðà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (ïåðâûé
ñïîñîá)

x11 = 1, x22 = 1, x32 = 1 (13)

è
x12 = 1, x21 = 1, x32 = 1, (14)

è ïàðà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (âòîðîé ñïîñîá)

y1 = 1, y2 = 0, y3 = 0 (15)

è
y1 = 0, y2 = 1, y3 = 0 (16)

ïî ñóòè, ïðåäñòàâëÿþò îäíî è òî æå íàçíà÷åíèå ãðóçîâèêîâ íà
ìàðøðóòû.
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×èñëî îãðàíè÷åíèé è ïåðåìåííûõ â ìîäåëè

Ââåäåíèå ïåðåìåííûõ. Òðåòèé ñïîñîá

nj � êîëè÷åñòâî ãðóçîâèêîâ, îòïðàâëåííûõ ïî ìàðøðóòó j.
Ðåøåíèå n1 = 1, n2 = 2 è ðåøåíèÿ (13), (14), (15) è (16), ïî ñóòè
� îäíî è òî æå íàçíà÷åíèå ãðóçîâèêîâ íà ìàðøðóòû. Â ìîäåëè â

òðè ðàçà ìåíüøå ïåðåìåííûõ.
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Ìíîãîãðàííèêè. Ïðàâèëüíûå íåðàâåíñòâà

Ìíîãîãðàííèêè

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ êîíå÷íîìó ÷èñëó ëèíåéíûõ

íåðàâåíñòâ, íàçûâàþò ìíîãîãðàííèêîì.

Ïóñòü X = {x ∈ Zn|Ax 6 b}.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîãîãðàííèê P íàçûâàþò ïðåäñòàâëåíèåì X, åñëè P ∩ Zn = X.

Ïðåäñòàâëåíèå P1 ëó÷øå ïðåäñòàâëåíèÿ P2, åñëè P1 ⊂ P2.
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Âîïðîñ

P1 è P2 � ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâà X. Ïðè ýòîì P1 ëó÷øå P2.

Ïðàâäà ëè, ÷òî äëÿ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è

ìèíèìèçàöèè íà ìíîæåñòâàõ P1, P2 è X âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

A:

z∗(X) < z∗(P2)

B:

z∗(P2) 6 z∗(P1)

C:

z∗(X) = z∗(P1)
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Ìíîãîãðàííèêè

Îïðåäåëåíèå

Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ïî

âêëþ÷åíèþ âûïóêëîå ìíîæåñòâî conv(X), ñîäåðæàùåå X.

Îïðåäåëåíèå

Âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ ñóììà âèäà

x =
∑n

i=1 λixi, ãäå λi > 0, i = 1, . . . , n è
∑n

i=1 λi = 1

Óòâåðæäåíèå

conv(X) = {x|x � âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ íåêîòîðûõ x1, . . . , xn ∈ X}
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Ìíîãîãðàííèêè

Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è MILP
ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì è ÿâëÿåòñÿ åãî ëó÷øèì ïðåäñòàâëåíèåì,
ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè ðàâåí íóëþ.
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Ìíîãîãðàííèêè

Íàõîæäåíèå conv(X) ÿâëÿåòñÿ íå ìåíåå ñëîæíîé çàäà÷åé, ÷åì
ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è MILP ;

Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ MILP îïèñàíèå conv(X) òðåáóåò
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ è ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, à
çíà÷èò äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì çàäà÷è LP
ïîòðåáóåòñÿ ìíîãî âðåìåíè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîáàâëåíèå îãðàíè÷åíèé óëó÷øàåò îöåíêó LP .
Åñëè äåëàòü ýòî àêêóðàòíî, ìîæíî çàìåòíî óñêîðèòü âðåìÿ
ðàáîòû àëãîðèòìà.
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Ìíîãîãðàííèêè

Íàõîæäåíèå conv(X) ÿâëÿåòñÿ íå ìåíåå ñëîæíîé çàäà÷åé, ÷åì
ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è MILP ;

Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ MILP îïèñàíèå conv(X) òðåáóåò
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ è ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, à
çíà÷èò äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì çàäà÷è LP
ïîòðåáóåòñÿ ìíîãî âðåìåíè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîáàâëåíèå îãðàíè÷åíèé óëó÷øàåò îöåíêó LP .
Åñëè äåëàòü ýòî àêêóðàòíî, ìîæíî çàìåòíî óñêîðèòü âðåìÿ
ðàáîòû àëãîðèòìà.
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Ìíîãîãðàííèêè

Íàõîæäåíèå conv(X) ÿâëÿåòñÿ íå ìåíåå ñëîæíîé çàäà÷åé, ÷åì
ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è MILP ;

Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ MILP îïèñàíèå conv(X) òðåáóåò
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ è ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, à
çíà÷èò äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì çàäà÷è LP
ïîòðåáóåòñÿ ìíîãî âðåìåíè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîáàâëåíèå îãðàíè÷åíèé óëó÷øàåò îöåíêó LP .
Åñëè äåëàòü ýòî àêêóðàòíî, ìîæíî çàìåòíî óñêîðèòü âðåìÿ
ðàáîòû àëãîðèòìà.
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Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíûõ íåðàâåíñòâ

Îïðåäåëåíèå

Íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè åãî äîáàâëåíèå íå ìåíÿåò

ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

Y1 :
1 6 y1 6 5,
y1 + 0.8y2 6 5.8,
y1 − 0.8y2 > 0.2,
y1 + 8y2 6 26,
y1, y2 ∈ Z+

Y2 :
y1 + y2 6 6,
y1 − y2 > 0,
y2 6 2,
y1 > 0, y2 > 0.
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Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíûõ íåðàâåíñòâ

Y1 = Y1 ∩ Y2 =⇒ èìååì ïðàâèëüíûå íåðàâåíñòâà:

1 6 y1 6 5,
y1 + 0.8y2 6 5.8,
y1 − 0.8y2 > 0.2,
y1 + 8y2 6 26,
y1 + y2 6 6,
y1 − y2 > 0,
y2 6 2,
y1, y2 ∈ Z+

Êðîìå òîãî (Y1 ∪ Y2)LR = conv(Y1) =⇒ ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè
óñòðàíåí.
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Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíûõ íåðàâåíñòâ

Ïóñòü äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäàåòñÿ ãðóïïîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
âèäà

n∑
j=1

ajxj 6 b

xj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî aj > 0 ∀j = 1, . . . , n.
Åñëè

∑
j∈N aj > b, äëÿ íåêîòîðîãî N ⊆ {1, . . . , n}, òî â ìîäåëü ìîæíî

ââåñòè äîïîëíèòåëüíîå íåðàâåíñòâî∑
j∈N

xj 6 |N | − 1 (17)
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Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíûõ íåðàâåíñòâ

Ïóñòü äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäàåòñÿ ãðóïïîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
âèäà

n∑
j=1

ajxj 6 b

xj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî aj > 0 ∀j = 1, . . . , n.

Åñëè
∑

j∈N aj > b, äëÿ íåêîòîðîãî N ⊆ {1, . . . , n}, òî â ìîäåëü ìîæíî
ââåñòè äîïîëíèòåëüíîå íåðàâåíñòâî∑

j∈N
xj 6 |N | − 1 (17)
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Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíûõ íåðàâåíñòâ

Ïóñòü äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäàåòñÿ ãðóïïîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
âèäà

n∑
j=1

ajxj 6 b

xj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî aj > 0 ∀j = 1, . . . , n.
Åñëè

∑
j∈N aj > b, äëÿ íåêîòîðîãî N ⊆ {1, . . . , n}, òî â ìîäåëü ìîæíî

ââåñòè äîïîëíèòåëüíîå íåðàâåíñòâî∑
j∈N

xj 6 |N | − 1 (17)
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Ïðèìåð

− 3x2 − 2x3 6 −2,

− 4x1 − 3x2 − 3x3 6 −6,

2x1 − 2x2 + 6x3 6 5,

xi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3.

Äëÿ aij < 0 ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ x′j = 1− xj è ïîäñòàâèì åå â
ñèñòåìó íåðàâåíñòâ.
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Ïðèìåð

− 3x2 − 2x3 6 −2,

− 4x1 − 3x2 − 3x3 6 −6,

2x1 − 2x2 + 6x3 6 5,

xi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3.

Äëÿ aij < 0 ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ x′j = 1− xj è ïîäñòàâèì åå â
ñèñòåìó íåðàâåíñòâ.
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Ïðèìåð

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èì:

3x′2 + 2x′3 6 3, (18)

4x′1 + 3x′2 + 3x′3 6 4, (19)

2x1 + 2x′2 + 6x3 6 7, (20)

x′j = 1− xj , j = 1, 2, 3. (21)

xj , x
′
j ∈ {0, 1}, j = 1, 2, 3. (22)
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Ïðèìåð

Èç (17):

3x′2 + 2x′3 6 3
⇓

x′2 + x′3 6 1
⇓

x2 + x3 > 1

2x1 + 2x′2 + 6x3 6 7
⇓

x′2 + x3 6 1
⇓

x3 6 x2.
x2 = 1 èëè x′2 = 0, è òîãäà îãðàíè÷åíèÿ (19) è (20) ïðåâðàùàþòñÿ â

4x′1 + 3x′3 6 4 è 2x1 + 6x3 6 7.

Ó÷èòûâàÿ (17):
x′1 + x′3 6 1 è x1 + x3 6 1

Ìîæíî èñêëþ÷èòü x1 èëè x3.
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Çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà. I'm back

Äàíî:
T � ïðîìåæóòîê âðåìåíè,
dt � çàêàç íà ïðîäóêöèþ â ìåñÿö t,
ct � çàòðàòû íà çàïóñê ïðîèçâîäñòâà â ìåñÿö t,
pt � óäåëüíûå çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî â ìåñÿö t,
ht � óäåëüíûå çàòðàòû íà õðàíåíèå ïðîäóêöèè â òå÷åíèå ìåñÿöà t.

Íàéòè:
ïëàí ïðîèçâîäñòâà è õðàíåíèÿ ïðîäóêöèè òàê, ÷òîáû âûïîëíèòü
çàêàç ñ ìèíèìàëüíûìè çàòðàòàìè.
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Çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà. I'm back

Ïåðåìåííûå çàäà÷è:
yt � êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè, ïðîèçâåäåííîé â ìåñÿö t;
st � êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè, îñòàâëåííîé íà ñêëàäå ê êîíöó ìåñÿöà t;

xt =

{
1, åñëè â ìåñÿö t áûëî çàïóùåíî ïðîèçâîäñòâî,
0− â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà. I'm back

min

T∑
t=1

(ctxt + ptyt + htst) (23)

y1 = d1 + s1, (24)

st−1 + yt = dt + st, t = 2, . . . , T, (25)

yt 6
T∑

k=1

dkxt, t = 1, . . . , T, (26)

sT = 0, (27)

yt > 0, st > 0, öåëûå, xt ∈ {0, 1}, t = 1, . . . , T. (28)

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 2. 2 ìàðòà, 2013 ã. 39 / 62



Ìíîãîãðàííèêè. Ïðàâèëüíûå íåðàâåíñòâà

Çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà. I'm back

min

T∑
t=1

(ctxt + ptyt + htst) (23)

y1 = d1 + s1, (24)

st−1 + yt = dt + st, t = 2, . . . , T, (25)

yt 6
T∑

k=1

dkxt, t = 1, . . . , T, (26)

sT = 0, (27)

yt > 0, st > 0, öåëûå, xt ∈ {0, 1}, t = 1, . . . , T. (28)
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Ïðàâèëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ

ïðîèçâîäñòâà

Óòâåðæäåíèå

Äëÿ ëþáûõ l è C íåðàâåíñòâà

∑
i∈C

yi 6
∑
i∈C

(
l∑

t=i

dt

)
xi + sl, 1 6 l 6 T, C ⊆ {1, . . . , l} (29)

ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè äëÿ çàäà÷è (23)�(28).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðîâåðèì, ÷òî äîáàâëåíèå íåðàâåíñòâ (29) â ìîäåëü íå ïðèâîäèò ê
ïîòåðå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è.
Âîçüìåì äîïóñòèìîå ðåøåíèå (y, s, x) çàäà÷è (23) � (28) è ïîêàæåì,
÷òî íåðàâåíñòâà (29) âûïîëíÿþòñÿ.
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Ïðàâèëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ

ïðîèçâîäñòâà

∑
i∈C

yi 6
∑
i∈C

(
l∑

t=i

dt

)
xi + sl, 1 6 l 6 T, C ⊆ {1, . . . , l}

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. xi = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ C.
Òîãäà yi = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ C è (29) ïðåâðàùàåòñÿ â sl > 0.

2. xi = 1 äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ C.
Ïóñòü k = min{i ∈ C|xi = 1}. Òîãäà yi = 0 äëÿ ëþáîãî i < k è

∑
i∈C

yi 6
l∑

t=k

yt =
l∑

t=k

dt + sl − sk−1 6

l∑
t=k

dt + sl 6
∑
i∈C

(
l∑

t=i

dt

)
xi + sl

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ïðàâèëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ

ïðîèçâîäñòâà

∑
i∈C

yi 6
∑
i∈C

(
l∑

t=i

dt

)
xi + sl, 1 6 l 6 T, C ⊆ {1, . . . , l}

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. xi = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ C.
Òîãäà yi = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ C è (29) ïðåâðàùàåòñÿ â sl > 0.
2. xi = 1 äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ C.
Ïóñòü k = min{i ∈ C|xi = 1}. Òîãäà yi = 0 äëÿ ëþáîãî i < k è

∑
i∈C

yi 6
l∑

t=k

yt =

l∑
t=k

dt + sl − sk−1 6

l∑
t=k

dt + sl 6
∑
i∈C

(
l∑

t=i

dt

)
xi + sl

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ïðàâèëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ

ïðîèçâîäñòâà

Òåîðåìà [3]

Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà (24)�(28) çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé

ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé:

y1 = d1 + s1, (30)

st−1 + yt = dt + st, t = 2, . . . , T, (31)

sT = 0, (32)

xt 6 1, t = 1, . . . , T, (33)∑
i∈C

yi 6
∑
i∈C

(
l∑

t=i

dt

)
xi + sl äëÿ ëþáîãî l, è C 6= ∅, (34)

yt > 0, st > 0, xt > 0, t = 1, . . . , T. (35)

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 2. 2 ìàðòà, 2013 ã. 42 / 62



Öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è LP

Óíèìîäóëÿðíûå è ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå

Ìíîãîãðàííèê áóäåì íàçûâàòü öåëî÷èñëåííûì, åñëè âñå åãî âåðøèíû

èìåþò öåëûå êîîðäèíàòû.

Ïóñòü ìíîãîãðàííèê P çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé
P = {x|Ax = b, x > 0}.

Âñå åãî âåðøèíû ñóòü áàçèñíûå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû Ax = b. Êàê îíè ïîëó÷àþòñÿ?

A = (B|N) BxB +NxN = b x = (B−1b|0)

Òî åñòü, P öåëî÷èñëåííûé ⇐⇒ âñå áàçèñíûå ðåøåíèÿ
öåëî÷èñëåííûå. Ïóñòü A è b èìåþò öåëûå êîîðäèíàòû. Ïîñêîëüêó

B−1b =
B∗b

|B|
,

òî âñå çàâèñèò îò |B|.
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Îïðåäåëåíèå

Ìíîãîãðàííèê áóäåì íàçûâàòü öåëî÷èñëåííûì, åñëè âñå åãî âåðøèíû

èìåþò öåëûå êîîðäèíàòû.

Ïóñòü ìíîãîãðàííèê P çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé
P = {x|Ax = b, x > 0}. Âñå åãî âåðøèíû ñóòü áàçèñíûå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû Ax = b.

Êàê îíè ïîëó÷àþòñÿ?

A = (B|N) BxB +NxN = b x = (B−1b|0)

Òî åñòü, P öåëî÷èñëåííûé ⇐⇒ âñå áàçèñíûå ðåøåíèÿ
öåëî÷èñëåííûå. Ïóñòü A è b èìåþò öåëûå êîîðäèíàòû. Ïîñêîëüêó

B−1b =
B∗b

|B|
,

òî âñå çàâèñèò îò |B|.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 2. 2 ìàðòà, 2013 ã. 43 / 62



Öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è LP

Óíèìîäóëÿðíûå è ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå

Ìíîãîãðàííèê áóäåì íàçûâàòü öåëî÷èñëåííûì, åñëè âñå åãî âåðøèíû

èìåþò öåëûå êîîðäèíàòû.

Ïóñòü ìíîãîãðàííèê P çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé
P = {x|Ax = b, x > 0}. Âñå åãî âåðøèíû ñóòü áàçèñíûå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû Ax = b. Êàê îíè ïîëó÷àþòñÿ?

A = (B|N) BxB +NxN = b x = (B−1b|0)

Òî åñòü, P öåëî÷èñëåííûé ⇐⇒ âñå áàçèñíûå ðåøåíèÿ
öåëî÷èñëåííûå. Ïóñòü A è b èìåþò öåëûå êîîðäèíàòû. Ïîñêîëüêó

B−1b =
B∗b

|B|
,

òî âñå çàâèñèò îò |B|.
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Óíèìîäóëÿðíûå è ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå

Ìíîãîãðàííèê áóäåì íàçûâàòü öåëî÷èñëåííûì, åñëè âñå åãî âåðøèíû

èìåþò öåëûå êîîðäèíàòû.

Ïóñòü ìíîãîãðàííèê P çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé
P = {x|Ax = b, x > 0}. Âñå åãî âåðøèíû ñóòü áàçèñíûå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû Ax = b. Êàê îíè ïîëó÷àþòñÿ?

A = (B|N) BxB +NxN = b x = (B−1b|0)

Òî åñòü, P öåëî÷èñëåííûé ⇐⇒ âñå áàçèñíûå ðåøåíèÿ
öåëî÷èñëåííûå. Ïóñòü A è b èìåþò öåëûå êîîðäèíàòû. Ïîñêîëüêó

B−1b =
B∗b

|B|
,

òî âñå çàâèñèò îò |B|.
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Óíèìîäóëÿðíûå è ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå

Öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé, åñëè

îïðåäåëèòåëü ëþáîãî åå íåâûðîæäåííîãî ìàêñèìàëüíîãî ìèíîðà ðàâåí

±1.

Â ñèëó ñêàçàííîãî, ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå

Åñëè ìàòðèöà A óíèìîäóëÿðíà, òî ìíîãîãðàííèê

P = {x|Ax = b, x > 0} ïðè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ b ÿâëÿåòñÿ
öåëî÷èñëåííûì.

Ñëåäñòâèå

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè

cx→ extrx∈Z+∩P

èìååò íóëåâîé ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè.
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Óíèìîäóëÿðíûå è ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå

Öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé, åñëè

îïðåäåëèòåëü ëþáîãî åå íåâûðîæäåííîãî ìàêñèìàëüíîãî ìèíîðà ðàâåí

±1.

Â ñèëó ñêàçàííîãî, ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå

Åñëè ìàòðèöà A óíèìîäóëÿðíà, òî ìíîãîãðàííèê

P = {x|Ax = b, x > 0} ïðè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ b ÿâëÿåòñÿ
öåëî÷èñëåííûì.

Ñëåäñòâèå

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè

cx→ extrx∈Z+∩P

èìååò íóëåâîé ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè.
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Óíèìîäóëÿðíûå è ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå

Öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé, åñëè

îïðåäåëèòåëü ëþáîãî åå íåâûðîæäåííîãî ìàêñèìàëüíîãî ìèíîðà ðàâåí

±1.

Â ñèëó ñêàçàííîãî, ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå

Åñëè ìàòðèöà A óíèìîäóëÿðíà, òî ìíîãîãðàííèê

P = {x|Ax = b, x > 0} ïðè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ b ÿâëÿåòñÿ
öåëî÷èñëåííûì.

Ñëåäñòâèå

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè

cx→ extrx∈Z+∩P

èìååò íóëåâîé ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè.
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Óíèìîäóëÿðíûå è ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

Òåïåðü ïóñòü ìíîãîãðàííèê P çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åíèé P = {x|Ax6b, x > 0}.

Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ îãðàíè÷åíèé ê
êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà (A|E)x = b.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîãîãðàííèê P áûë öåëî÷èñëåííûì
äëÿ âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ïðàâûõ ÷àñòåé b, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü
óíèìîäóëÿðíîñòè ìàòðèöû (A|E). Ëþáîé åå ìàêñèìàëüíûé ìèíîð
ñîäåðæèò ÷àñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû A è ÷àñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû E è
ðàâåí 0 èëè ±1. Ðàñêëàäûâàÿ åãî ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû E, ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ:

Îïðåäåëåíèå

Öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíîé,

åñëè îïðåäåëèòåëü ëþáîé åå êâàäðàòíîé ïîäìàòðèöû ðàâåí 0 èëè ±1.
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Óíèìîäóëÿðíûå è ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

Òåïåðü ïóñòü ìíîãîãðàííèê P çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åíèé P = {x|Ax6b, x > 0}. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ îãðàíè÷åíèé ê
êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà (A|E)x = b.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîãîãðàííèê P áûë öåëî÷èñëåííûì
äëÿ âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ïðàâûõ ÷àñòåé b, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü
óíèìîäóëÿðíîñòè ìàòðèöû (A|E).

Ëþáîé åå ìàêñèìàëüíûé ìèíîð
ñîäåðæèò ÷àñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû A è ÷àñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû E è
ðàâåí 0 èëè ±1. Ðàñêëàäûâàÿ åãî ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû E, ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ:

Îïðåäåëåíèå

Öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíîé,

åñëè îïðåäåëèòåëü ëþáîé åå êâàäðàòíîé ïîäìàòðèöû ðàâåí 0 èëè ±1.
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Óíèìîäóëÿðíûå è ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

Òåïåðü ïóñòü ìíîãîãðàííèê P çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åíèé P = {x|Ax6b, x > 0}. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ îãðàíè÷åíèé ê
êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà (A|E)x = b.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîãîãðàííèê P áûë öåëî÷èñëåííûì
äëÿ âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ïðàâûõ ÷àñòåé b, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü
óíèìîäóëÿðíîñòè ìàòðèöû (A|E). Ëþáîé åå ìàêñèìàëüíûé ìèíîð
ñîäåðæèò ÷àñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû A è ÷àñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû E è
ðàâåí 0 èëè ±1.

Ðàñêëàäûâàÿ åãî ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû E, ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ:

Îïðåäåëåíèå

Öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíîé,

åñëè îïðåäåëèòåëü ëþáîé åå êâàäðàòíîé ïîäìàòðèöû ðàâåí 0 èëè ±1.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 2. 2 ìàðòà, 2013 ã. 45 / 62
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Òåïåðü ïóñòü ìíîãîãðàííèê P çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åíèé P = {x|Ax6b, x > 0}. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ îãðàíè÷åíèé ê
êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà (A|E)x = b.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîãîãðàííèê P áûë öåëî÷èñëåííûì
äëÿ âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ïðàâûõ ÷àñòåé b, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü
óíèìîäóëÿðíîñòè ìàòðèöû (A|E). Ëþáîé åå ìàêñèìàëüíûé ìèíîð
ñîäåðæèò ÷àñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû A è ÷àñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû E è
ðàâåí 0 èëè ±1. Ðàñêëàäûâàÿ åãî ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû E, ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ:

Îïðåäåëåíèå

Öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíîé,

åñëè îïðåäåëèòåëü ëþáîé åå êâàäðàòíîé ïîäìàòðèöû ðàâåí 0 èëè ±1.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 2. 2 ìàðòà, 2013 ã. 45 / 62
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Óòâåðæäåíèå

Åñëè ìàòðèöà A ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíà, òî ìíîãîãðàííèê

P = {x|Ax 6 b, x > 0} ïðè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ b ÿâëÿåòñÿ
öåëî÷èñëåííûì.

Ñëåäñòâèå

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè

cx→ extrx∈Z+∩P

èìååò íóëåâîé ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 2. 2 ìàðòà, 2013 ã. 46 / 62
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Óòâåðæäåíèå

Åñëè ìàòðèöà A ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíà, òî ìíîãîãðàííèê

P = {x|Ax 6 b, x > 0} ïðè âñåõ öåëî÷èñëåííûõ b ÿâëÿåòñÿ
öåëî÷èñëåííûì.

Ñëåäñòâèå

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè

cx→ extrx∈Z+∩P

èìååò íóëåâîé ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 2. 2 ìàðòà, 2013 ã. 46 / 62
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ßâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà

A =


1 1 0 0
1 0 1 1
0 1 1 0
1 1 0 1


óíèìîäóëÿðíîé? ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíîé?

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 2. 2 ìàðòà, 2013 ã. 47 / 62
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Óíèìîäóëÿðíûå è ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

Òåîðåìà [3]

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòû:

Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíîé (ÏÓ).

Ìàòðèöà AT , ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà (A|E) ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ óäàëåíèåì ñòðîêè (ñòîëáöà) èç ìàòðèöû A,
ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ óìíîæåíèåì ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû A
íà −1, ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ)

ìàòðèöû A, ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 2. 2 ìàðòà, 2013 ã. 48 / 62
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Òåîðåìà [3]

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòû:

Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíîé (ÏÓ).

Ìàòðèöà AT , ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà (A|E) ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ óäàëåíèåì ñòðîêè (ñòîëáöà) èç ìàòðèöû A,
ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ óìíîæåíèåì ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû A
íà −1, ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ)

ìàòðèöû A, ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.
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Òåîðåìà [3]

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòû:

Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíîé (ÏÓ).

Ìàòðèöà AT , ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà (A|E) ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ óäàëåíèåì ñòðîêè (ñòîëáöà) èç ìàòðèöû A,
ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ óìíîæåíèåì ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû A
íà −1, ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ)

ìàòðèöû A, ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 2. 2 ìàðòà, 2013 ã. 48 / 62
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Óíèìîäóëÿðíûå è ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

Òåîðåìà [3]

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòû:

Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíîé (ÏÓ).

Ìàòðèöà AT , ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà (A|E) ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ óäàëåíèåì ñòðîêè (ñòîëáöà) èç ìàòðèöû A,
ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ óìíîæåíèåì ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû A
íà −1, ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ)

ìàòðèöû A, ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.
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Óíèìîäóëÿðíûå è ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

Òåîðåìà [3]

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòû:

Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíîé (ÏÓ).

Ìàòðèöà AT , ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà (A|E) ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ óäàëåíèåì ñòðîêè (ñòîëáöà) èç ìàòðèöû A,
ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ óìíîæåíèåì ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû A
íà −1, ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ)

ìàòðèöû A, ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.
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Óíèìîäóëÿðíûå è ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

Òåîðåìà [3]

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòû:

Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíîé (ÏÓ).

Ìàòðèöà AT , ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà (A|E) ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ óäàëåíèåì ñòðîêè (ñòîëáöà) èç ìàòðèöû A,
ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ óìíîæåíèåì ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû A
íà −1, ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ)

ìàòðèöû A, ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.
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Òåîðåìà [3]

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòû:

Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíîé (ÏÓ).

Ìàòðèöà AT , ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà (A|E) ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ óäàëåíèåì ñòðîêè (ñòîëáöà) èç ìàòðèöû A,
ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ óìíîæåíèåì ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû A
íà −1, ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ)

ìàòðèöû A, ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.
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Óíèìîäóëÿðíûå è ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

Òåîðåìà [3]

(ïðîäîëæåíèå)

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ äóáëèðîâàíèåì ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû

A, ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ñèìïëåêñ�àëãîðèòìîì ïîñëå ñìåíû áàçèñà,

ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 2. 2 ìàðòà, 2013 ã. 49 / 62
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Óíèìîäóëÿðíûå è ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

Òåîðåìà [3]

(ïðîäîëæåíèå)

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ äóáëèðîâàíèåì ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû

A, ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ñèìïëåêñ�àëãîðèòìîì ïîñëå ñìåíû áàçèñà,

ÿâëÿåòñÿ ÏÓ.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 2. 2 ìàðòà, 2013 ã. 49 / 62
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Óíèìîäóëÿðíûå è ïîëíîñòüþ óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

Óòâåðæäåíèå [2]

Ìàòðèöà A, ñîñòàâëåííàÿ èç 0, 1 èëè −1, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ

óíèìîäóëÿðíîé, åñëè â êàæäîì ñòîëáöå íå áîëåå äâóõ íåíóëåâûõ

ýëåìåíòîâ, è ñòðîêè ìàòðèöû A ìîæíî òàê ðàçáèòü íà äâà

ïîäìíîæåñòâà I1 è I2, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà âåðíî ñëåäóþùåå:

Åñëè äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè, òî

ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñòðîêè ëåæàò â ðàçíûõ ìíîæåñòâàõ.

Åñëè äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà èìåþò ðàçíûå çíàêè, òî

ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñòðîêè ëåæàò â îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 2. 2 ìàðòà, 2013 ã. 50 / 62
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Óòâåðæäåíèå [2]

Ìàòðèöà A, ñîñòàâëåííàÿ èç 0, 1 èëè −1, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ

óíèìîäóëÿðíîé, åñëè â êàæäîì ñòîëáöå íå áîëåå äâóõ íåíóëåâûõ

ýëåìåíòîâ, è ñòðîêè ìàòðèöû A ìîæíî òàê ðàçáèòü íà äâà

ïîäìíîæåñòâà I1 è I2, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà âåðíî ñëåäóþùåå:

Åñëè äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè, òî

ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñòðîêè ëåæàò â ðàçíûõ ìíîæåñòâàõ.

Åñëè äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà èìåþò ðàçíûå çíàêè, òî

ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñòðîêè ëåæàò â îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå.
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Âîïðîñ

Ïóñòü çàäàíû öåëî÷èñëåííûå A è b è ìàòðèöà A íå óíèìîäóëÿðíà.

Çíà÷èò ëè ýòî, ÷òî ó P = {x|Ax = b, x > 0} åñòü íåöåëî÷èñëåííûå
âåðøèíû?

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 2. 2 ìàðòà, 2013 ã. 51 / 62
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Ïðîèçâîäñòâî è ïîòðåáëåíèå ñáàëàíñèðîâàíû, ò. å.

m∑
i=1

ai =

n∑
j=1

bj .

Íàéòè:
ïëàí ïåðåâîçîê, êîòîðûé íå íàðóøàåò îãðàíè÷åíèé íà ìîùíîñòè
ïðîèçâîäñòâ è óäîâëåòâîðÿåò âñå ïîòðåáíîñòè ñ ìèíèìàëüíûìè
ñóììàðíûìè çàòðàòàìè.
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min

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:

n∑
j=1

xij = ai, i = 1, . . . ,m,

m∑
i=1

xij = bj , j = 1, . . . , n,

xij > 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.
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Âñïîìíèì çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà
ìîùíîñòè ïðîèçâîäñòâà (ë. 1, ñ. 18).

Ïóñòü èìååòñÿ îäíî ïðåäïðèÿòèå ìîùíîñòè u ñòîèìîñòüþ f è îäèí
ïîòðåáèòåëü ñ ïîòðåáíîñòüþ b < u.
Ïåðåìåííûå:

x =

{
1, åñëè ïðåäïðèÿòèå îòêðûòî

0, èíà÷å

y > 0 � êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè, ïîñòàâëÿåìîå ïîòðåáèòåëþ èç
ïðåäïðèÿòèÿ.
Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíûå çàòðàòû.

Ðàññìîòðèì îäíî èç îãðàíè÷åíèé:

y 6Wx, ãäå x ∈ {0, 1}, W � áîëüøàÿ êîíñòàíòà.

Î÷åâèäíî, â êà÷åñòâå W ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî, íå ìåíüøåå b.
Âàæíî ëè çíà÷åíèå W?
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Ïóñòü êòî�íèáóäü ðåøèë âçÿòü
W > b.

Â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè y = b, ïîýòîìó, â ñèëó îãðàíè÷åíèÿ y 6Wx,
ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ äàñò

x =
b

W
< 1.

Çàòðàòû íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèé áóäóò îöåíåíû êàê f b
W . Ïîÿâëÿåòñÿ

ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè.
Áîëüøèå çíà÷åíèÿ W ïðèâîäÿò ê ðîñòó ðàçðûâà öåëî÷èñëåííîñòè
=⇒ óõóäøåíèþ îöåíîê ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
=⇒ ñíèæåíèþ ñêîðîñòè ðàáîòû àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ MIP
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< 1.

Çàòðàòû íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèé áóäóò îöåíåíû êàê f b
W . Ïîÿâëÿåòñÿ

ðàçðûâ öåëî÷èñëåííîñòè.

Áîëüøèå çíà÷åíèÿ W ïðèâîäÿò ê ðîñòó ðàçðûâà öåëî÷èñëåííîñòè
=⇒ óõóäøåíèþ îöåíîê ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
=⇒ ñíèæåíèþ ñêîðîñòè ðàáîòû àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ MIP
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Ïðèìåð. Óòî÷íåíèå ãðàíèö â çàäà÷å ïëàíèðîâàíèÿ

ïðîèçâîäñòâà

Â îãðàíè÷åíèÿõ (26) äëÿ êàæäîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè t âìåñòî
ãðóáîé îöåíêè

T∑
k=1

dk

ëó÷øå èñïîëüçîâàòü óòî÷íåííóþ îöåíêó

T∑
k=t

dk.
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Ïðèìåð. Çàäà÷à î ïîòîêå ñ ôèêñèðîâàííûìè çàòðàòàìè

Äàíî
cij � óäåëüíûå ñòîèìîñòè
ïåðåâîçêè ïðîäóêöèè âäîëü
äóãè (i, j),
hij � ïëàòà çà èñïîëüçîâàíèå
äóãè (i, j),
bi � ñïðîñ èëè ïðåäëîæåíèå â
âåðøèíå i.

Òðåáóåòñÿ äîñòàâèòü 3 è 7
åäèíèö ïðîäóêöèè â 3-þ è 4-þ
âåðøèíû ñîîòâåòñòâåííî ñ
ìèíèìàëüíûìè çàòðàòàìè.
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Ïåðåìåííûå:
xij > 0 � âåëè÷èíà ïîòîêà, ïðîïóñêàåìîãî ïî äóãå (i, j)

yij =

{
1, åñëè ïî äóãå (i, j) âûïîëíÿþòñÿ ïåðåâîçêè,
0− â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

B � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå áîëüøîå ÷èñëî.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü:

min
∑

(i,j)∈A

(cijxij + hijyij),

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:
xij 6 Byij , (i, j) ∈ A,∑

j∈V
xji −

∑
j∈V

xij = bi, i ∈ V,

xij > 0, (i, j) ∈ A,

yij ∈ {0, 1}, (i, j) ∈ A.
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Âìåñòî
xij 6 Byij , (i, j) ∈ A,

Ëó÷øå

x23 6 10y23,

x24 6 10y24,

x25 6 10y25,

x34 6 7y34,

x43 6 3y43,

x54 6 10y54,

x53 6 10y53.
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