
МАТРОИДЫ-2. 

Матроидом будем называть произвольную пару ,ℑ , где  —  
конечное множество, а ℑ — непустое семейство подмножеств  
множества , удовлетворяющее условиям: 

(M1)   ℑ,   сле е , о ℑ; из ду т чт

(M2)   , ℑ, таких, что | | | |, всегда найдется \ : ∈ℑ.  

Множества семейства ℑ назовем независимыми множествами, а все  
другие подмножества  — зависимыми множествами матроида . 

Элемент овем зависимым от множества , если .  наз

Обозначим  максимальное по включению множество такое, что 
.  – оболочка множества .  
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Утверждение.  Пусть ,ℑ  — матроид. Тогда любое подмножество 
 имеет единственную оболочку. 

Доказательство.  Пусть ,  – две оболочки множества  и \ . 
В силу максимальность   \ .    и , 

Возьмем : и .  ℑ  

Дополним     ℑ и  до : .  

Очевидно, , откуда   , но тогда .  

Противоречие. ∎ 

 

Если , будем говорить, что  является подпространством мат-
роида. 
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Теорема.  Пусть ,ℑ  — матроид.  
Для произвольных ,  и , \  имеем: 

(S1)   ; 

(S2)   Если , то ; 
(S3)   = ; 

(S4)   Если  и , то . 

Доказ ьс ) очевидно.  ател тво.  (S1

Пусть  и . Тогда 

 

   
 

Следовательно, . 
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Из (S1) и (S2) следует, что . Докажем обратное включе-
ние.  

Пусть ., т.е  .  

Имеем , т.е. . 

(S4) вытекает из о ни и элемента от множества: пределе я зависимост

предположим, что  и . Имеем 

1 , 1 

Отсюда , , т.е. .  ∎ 

 

Заметим, что из (S3) следует, что  является подпространством мат-
роида. Поэтому  будем называть еще подпространством, натянутым 
на множество . 
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Укажем на связь матроидов со структурами, на которых хорошо рабо-
тают "жадные" алгоритмы. 

Пусть   —  конечное  множество, ℑ  — подсемейство подмножеств  
множества  и :  ес ая кция. Требуется найти  — в ов  фун

                                                   max ℑ ∑                                        (3) 
и множество , на котором максимум достигается. 

"Жадный" алгоритм 

1.   ядочить    так, чтобы  ; Упор

2.   ∅; 

3.   for  1 do   to  

    if  ℑ  then    ; 
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Теорема (Радо, Эдмондс).  Если ,ℑ  — матроид, то множество 
, найденное "жадным" алгоритмом, является решением задачи (3). На-
против, если ,ℑ  — не матроид, то найдется функция весовая 
функция , для которой это  не будет оптимальны . м

Доказательство.  Пусть ,ℑ  — матроид, 1, … ,  — множест-

во, найденное "жадным" алгоритмом, причем 1 2 . 

Отметим сначала, что  — база матроида , поскольку отбрасывались 

лишь элементы, зависимые от . Пусть 1, … ,  — другая база  и 

1 2 .   

Предположим,  что   для некоторого .   

Рассмотрим  независимые множества  1, … ,  и , … , .  

Сог н т я такое , 1 ,  что  ℑ.  ласно (M2) айде с

Но .  

6 

Значит,  для каждого , и  — решение (3).  
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Предположим теперь, что ,ℑ  не является матроидом. 

Случай 1. Найдутся ℑ  и  ℑ . Положим   такие, что 

2,               ,
1, \ ,
0, \ .

 

Искомым множеством в задаче (3) является  и ∑ | | | |. Но 
при работе "жадного" алгоритма кандидатами в  вначале будут рас-
сматриваться элементы множества , и хотя бы один из них не будет 
включен в . 
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Случай 2. о  (M лняется для ℑ, дутся ℑ  и ℑ Акси ма 1) выпо но  най

такие, что | | | | и  ℑ  для любого \ .   

Обозначим | |. Положим 
1 1 ,               ,

1,                    \ ,
0,                 .

 

Тогда "жадный" алгоритм сначала включит в  все элементы множества 
, а затем ни один элемент множества  \   не добавится к  . 

Следовательно, суммарный вес эле

| | 1 / 1 1 / . Но оптимальное решение 

 ментов множества  будет равен 

задачи (3) не меньше чем | | .  ∎ 
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Пример. Задан граф ,  с весовой функцией . Найти остовное 
дерево максимального веса. 

Алгоритм Крускала 

1. дочить ребра  ; Упоря

2. 0; 

3. for 1,  to    do   

     if   — дерево,  then   

 

Как  найти остовное дерево минимального веса? 


