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Êëàññèôèêàöèÿ ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ

Îïðåäåëåíèÿ

Ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì (RA)

àëãîðèòì, ñîäåðæàùèé ïðîöåäóðû, îñíîâàííûå íà ñëó÷àéíîì âûáîðå.

Àëãîðèòì òèïà Ëàñ-Âåãàñ

Äëÿ ëþáîãî âõîäà I çàäà÷è P àëãîðèòì A
íàõîäèò ðåøåíèå ïî÷òè íàâåðíîå. Âðåìÿ ðàáîòû

àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Àëãîðèòì òèïà Ìîíòå-Êàðëî

Äëÿ ëþáîãî âõîäà I çàäà÷è P àëãîðèòì A
íàõîäèò ðåøåíèå ñ íåêîòîðîé íåíóëåâîé

âåðîÿòíîñòüþ.
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Ïðèìåðû ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ

Ïðèìåð àëãîðèòìà òèïà Ëàñ-Âåãàñ

Àëãîðèòì áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà QS(S)

Âõîä: ìàññèâ S.

Âûõîä: ìàññèâ S, îòñîðòèðîâàííûé ïî íåóáûâàíèþ.

1. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàòü ðàçäåëÿþùèé ýëåìåíò y ∈ S.
2. Åñëè |S| = 1, òî âåðíóòü S,

èíà÷å ðàçäåëèòü ìíîæåñòâî S íà òðè ïîäìíîæåñòâà:

S< := {x ∈ S|x < y},
S= := {x ∈ S|x = y},
S> := {x ∈ S|x > y}

3. Âåðíóòü QS(S<), S=, QS(S>).
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Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà QS(S)

Òåîðåìà 1

Ïóñòü n = |S|. Îæèäàåìîå ÷èñëî ñðàâíåíèé â àëãîðèòìå QS(S) íå

ïðåâîñõîäèò 2nHn.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ïóñòü s1 6 s2 6 . . . 6 sn � ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà QS(S).
Ïóñòü

xij =

{
1, si è sj ñðàâíèâàëèñü ìåæäó ñîáîé â QS

0, èíà÷å
, i < j.

xij � áåðíóëëèåâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Ïóñòü t =
∑n

i=1

∑
j>i xij � îáùåå ÷èñëî ñðàâíåíèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå):

Çàìåòèì, ÷òî si è sj ñðàâíèâàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè íà

íåêîòîðîì ýòàïå ïîïàëè â îäíî èç ìíîæåñòâ S< èëè S> è, êðîìå òîãî,

si ëèáî sj âûáðàí â êà÷åñòâå ðàçäåëÿþùåãî ýëåìåíòà â ýòîì

ìíîæåñòâå. Åñëè si è sj íàõîäÿòñÿ â îäíîì ìíîæåñòâå S, òî â íåì æå

íàõîäÿòñÿ âñå ïðîìåæóòî÷íûå ýëåìåíòû: {si, si+1, . . . , si+j−1, sj} ∈ S.
Ñòàëî áûòü, pij � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî si è sj ñðàâíèâàþòñÿ, íå
ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû 2

j−i+1 .

E[t] =

n∑
i=1

∑
j>i

pij 6
n∑
i=1

∑
j>i

2

j − i+ 1
=

n∑
i=1

n−i+1∑
k=1

2

k
6

6 2

n∑
i=1

n∑
k=1

1

k
= 2nHn ≈ 2n lnn+ Θ(1) = O(n log n)
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Ïðèìåð àëãîðèòìà òèïà Ìîíòå-Êàðëî. Çàäà÷à î
ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå

Äàíî: G � ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô ñ n
âåðøèíàìè

Ìóëüòèãðàô

ãðàô, â êîòîðîì ìåæäó ëþáîé ïàðîé âåðøèí ìîæåò áûòü íåñêîëüêî

ðåáåð

Ðàçðåç â ãðàôå G

ìíîæåñòâî ðåáåð, óäàëåíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê ðàñïàäó ãðàôà íà äâå

èëè áîëåå êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

Íàéòè ðàçðåç ìèíèìàëüíîé ìîùíîñòè

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 5. 13 àïðåëÿ, 2013 ã. 7 / 24



Ïðèìåðû ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ

Ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è î
ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå

Àëãîðèòì ñòÿãèâàíèÿ âåðøèí

Âõîä: ìóëüòèãðàô G = (V,E)

Âûõîä: ðàçðåç C

Ïîêà íå îñòàíåòñÿ äâå âåðøèíû âûïîëíèòü:

1. âûáðàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðåáðî e = (u1, u2)
2. ñëèòü âåðøèíû u1 è u2 â îäíó ìåòàâåðøèíó w:

óäàëèòü âñå ðåáðà ìåæäó u1 è u2,
ðåáðà èç E èíöèäåíòíûå u1 èëè u2 ïåðåíàïðàâèòü â w
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Ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è î
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ìèíèìàëüíûé ðàçðåç
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Ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è î
ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå

íåìèíèìàëüíûé ðàçðåç

Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ

àëãîðèòì íàõîäèò

ìèíèìàëüíûé ðàçðåç?

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 5. 13 àïðåëÿ, 2013 ã. 10 / 24



Ïðèìåðû ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ

Ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è î
ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå

íåìèíèìàëüíûé ðàçðåç

Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ

àëãîðèòì íàõîäèò

ìèíèìàëüíûé ðàçðåç?

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 5. 13 àïðåëÿ, 2013 ã. 10 / 24



Ïðèìåðû ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ

Ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è î
ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå

íåìèíèìàëüíûé ðàçðåç

Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ

àëãîðèòì íàõîäèò

ìèíèìàëüíûé ðàçðåç?

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 5. 13 àïðåëÿ, 2013 ã. 10 / 24



Ïðèìåðû ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ

Ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è î
ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå

íåìèíèìàëüíûé ðàçðåç

Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ

àëãîðèòì íàõîäèò

ìèíèìàëüíûé ðàçðåç?

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 5. 13 àïðåëÿ, 2013 ã. 10 / 24



Ïðèìåðû ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ

Âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà

Ïóñòü â ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå k ðåáåð,

òîãäà â ãðàôå G ðåáåð ïî êðàéíåé ìåðå ...

nk/2.

Çàôèêñèðóåì ìèíèìàëüíûé ðàçðåç C. Îöåíèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â

õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà íè îäíîãî ðåáðî èç C íå óäàëÿëîñü.

Ñîáûòèå ei: ðåáðî èç C íå áûëî âûáðàíî íà i-îì øàãå,

1 6 i 6 (n− 2).

1-é øàã: P (¬e1) 6 k
(nk)
2

= 2
n .

Ñëåäîâàòåëüíî, P (e1) > 1− 2
n .

2-é øàã: P (e2|e1) > 1− k
k(n−1)

2

= 1− 2
n−1 .

i-é øàã: P (ei|&i−1
j=1ej) > 1− 2

(n−i+1) .
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òîãäà â ãðàôå G ðåáåð ïî êðàéíåé ìåðå ...

nk/2.

Çàôèêñèðóåì ìèíèìàëüíûé ðàçðåç C. Îöåíèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â

õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà íè îäíîãî ðåáðî èç C íå óäàëÿëîñü.

Ñîáûòèå ei: ðåáðî èç C íå áûëî âûáðàíî íà i-îì øàãå,

1 6 i 6 (n− 2).

1-é øàã: P (¬e1) 6 k
(nk)
2

= 2
n .

Ñëåäîâàòåëüíî, P (e1) > 1− 2
n .

2-é øàã: P (e2|e1) > 1− k
k(n−1)

2

= 1− 2
n−1 .

i-é øàã: P (ei|&i−1
j=1ej) > 1− 2

(n−i+1) .
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Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â õîäå àëãîðèòìà íè îäíî ðåáðî èç C íå

óäàëÿëîñü (àëãîðèòì íà âûõîäå äàñò â òî÷íîñòè C):

P (&n−2
i=1 ei) >

n−2∏
i=1

(1− 2

(n− i+ 1)
) =

2

n(n− 1)

Probability boosting.

Çàïóñêàåì àëãîðèòì n2/2 ðàç. Îöåíêà íà âåðîÿòíîñòü íåñðàáàòûâàíèÿ:(
1− 2

n(n− 1)

)n2/2

<

(
1− 2

n2

)n2/2

< 1/e.

Çàïóñêàåì àëãîðèòì n2 ðàç, âåðîÿòíîñòü íåñðàáàòûâàíèÿ ìåíåå 1/e2
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Çàäà÷à ìàêñèìàëüíàÿ âûïîëíèìîñòü (MAX-SAT)

Äàíî: íàáîð äèçúþíêöèé C íà ìíîæåñòâå áóëåâûõ ïåðåìåííûõ

x1, . . . , xn, âåñà äèçúþíêöèé ωc > 0, c ∈ C
Íàéòè: íàçíà÷åíèå áóëåâûõ ïåðåìåííûõ ñ ìàêñèìàëüíûì

ñóììàðíûì âåñîì âûïîëíåííûõ äèçúþíêöèé

Îáîçíà÷åíèÿ:

size(c) � ÷èñëî ëèòåðàëîâ (ïåðåìåííûõ èëè èõ îòðèöàíèé), âõîäÿùèõ

â äèçúþíêöèþ c, ðàçìåð êàæäîé äèçúþíêöèè ïðîèçâîëüíûé;

Wc � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ âåñó, âíîñèìîìó äèçúþíêöèåé c;
W =

∑
c∈CWc � ñóììàðíûé âåñ âûïîëíåííûõ äèçúþíêöèé;

E(Wc) = ωcP (c = 1) � îæèäàåìûé âêëàä äèçúþíêöèè c.
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RA äëÿ MAX-SAT

Àëãîðèòì Äæîíñîíà

for i = 1 to n do

begin

p := Random(0, 1);
if p 6 1/2 then xi := true
else xi := false;

end;
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RA äëÿ MAX-SAT

Çàìå÷àíèå

Åñëè size(c) = k, òî E(Wc) = αkωc, ãäå αk = 1− 1
2k
, k > 1.

Äëÿ k > 1, αk >
1
2 , E(W ) =

∑
c∈C E(Wc) > 1

2

∑
c∈C ωc >

1
2OPT

Àëãîðèòì õîðîø ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k.
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MAX-SAT â âèäå çàäà÷è ÖËÏ

Ïóñòü S+
c è (S−c ) � ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â äèçúþíêöèþ c

áåç îòðèöàíèÿ è ñ îòðèöàíèåì ñîîòâåòñòâåííî.

Ïåðåìåííûå çàäà÷è:

yi =

{
1, åñëè xi = true;

0, èíà÷å.
zc =

{
1, åñëè c âûïîëíåíà,

0, èíà÷å.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü:

max
∑
c∈C

ωczc

∑
i∈S+

c

yi +
∑
i∈S−

c

(1− yi) > zc,∀c ∈ C;

z ∈ {0, 1} ∀c ∈ C;

yi ∈ {0, 1} ∀i ∈ {1, . . . , n}.
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RA äëÿ MAX-SAT

Àëãîðèòì âåðîÿòíîñòíîãî îêðóãëåíèÿ

1. Íàéòè (y∗, z∗) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå LP-ðåëàêñàöèè

2. for i = 1 to n do

begin

p := Random(0, 1);
if p 6 y∗i then xi := 1
else xi := 0;

end;
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RA äëÿ MAX-SAT

Òåîðåìà 2

Åñëè size(c) = k, òî E(Wc) = βkωcz
∗
c , ãäå βk = 1− (1− 1

k )k, k > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî c íå ñîäåðæèò îòðèöàíèé ïåðåìåííûõ. Äëÿ

âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî c âûïîëíåíà, èìååì:

1−
k∏
i=1

(1− y∗i ) >(1) 1−

(∑k
i=1(1− y∗i )

k

)k
=

1−

(
1−

∑k
i=1 y

∗
i

k

)k
>(2) 1−

(
1− z∗c

k

)k
(1): a1+...+akk > k

√
a1 · . . . · ak

(2): y∗1 + . . .+ y∗k > z∗c
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå):

g(z) � âîãíóòàÿ, g(0) = 0, g(1) = βk
⇓

äëÿ z ∈ [0, 1], g(z) > βkz; P (c = true) = g(z∗c ) > βkz
∗
c .

E(W ) =
∑
c∈C

E(Wc) > βk
∑
c∈C

ωcz
∗
c = βkOPTLR > βkOPT,

ãäå OPTLR � îïòèìóì LP-ðåëàêñàöèè.

Çàìåòèì,(1− 1
k )k > 1

e , ∀k ∈ Z+.
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Aëãîðèòì Ãîéìàíñà è Óèëüÿìñîíà ñ îöåíêîé 3/4

Ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ ëèáî àëãîðèòì Äæîíñîíà, ëèáî

àëãîðèòì âåðîÿòíîñòíîãî îêðóãëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì xi = 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
4 + 1

2y
∗
i

Òåîðåìà 3

E(Wc) > 3
4ωcz

∗
c

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ïóñòü b = 0, åñëè âûïîëíÿåòñÿ àëãîðèòì Äæîíñîíà,

b = 1, åñëè âûïîëíÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå îêðóãëåíèå,

z∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå LP-ðåëàêñàöèè, size(c) = k.
ïî òåîðåìå 2: E(Wc|b = 0) = αkωc > αkωcz

∗
c , z

∗
c 6 1.

ïî òåîðåìå 3: E(Wc|b = 1) > βkωcz
∗
c .

α1 + β1 = α2 + β2 = 3/2, äëÿ k > 3 αk + βk > 7/8 + (1− 1
e ) > 3

2 .

E(Wc) = 1
2(E(Wc|b = 0) + E(Wc|b = 1)) > ωcz

∗
c
αk+βk

2
E(W ) =

∑
c∈C E(Wc) > 3

4

∑
c∈C ωcz

∗
c = 3

4OPTf > 3
4OPT.
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Ïðèìåð. Îöåíêà 3/4 òî÷íà äëÿ ðåëàêñàöèè

Äàíî: C = {(x1 ∨ x2), (x1 ∨ x2), (x1 ∨ x2), (x1 ∨ x2)}, ωc = 1

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå LP-ðåëàêñàöèè:

yi = 1
2 ,∀i, zc = 1,∀c, OPTf = 4

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå:

OPT = 3.
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Ïðèìåð. Îöåíêà 3/4 òî÷íà äëÿ àëãîðèòìà Ãîéìàíñà è
Óèëüÿìñîíà

Äàíî: C = {(x1 ∨ x2), (x1 ∨ x3), (x1 ∨ x2)}, ω1 = 1 , ω2 = 1,
ω3 = 2 + ε

Óáåäèòåñü, ÷òî îöåíêà òî÷íà äëÿ àëãîðèòìà Ãîéìàíñà è

Óèëüÿìñîíà.
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Äåðàíäîìèçàöèÿ ìåòîäîì óñëîâíûõ ìàò. îæèäàíèé

Îáùàÿ ñõåìà äåðàíäîìèçàöèè

for i = 1 to n do

âû÷èñëèòü E1 = E(Z|X1 = β1, . . . , Xi−1 = βi−1, Xi = 1)
âû÷èñëèòü E0 = E(Z|X1 = β1, . . . , Xi−1 = βi−1, Xi = 0)
if E1 > E0 then βi := 1
else βi := 0

β = β1β2 . . . βn � îòâåò

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî E(Z|X1, X2, . . . , Xi−1) 6 E(Z|X1, X2, . . . , Xi)
Ýòîò àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíûé, åñëè óñëîâíûå ìàò. îæèäàíèÿ

âû÷èñëèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
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