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Ïðèìåðû

Ïðèìåð

Àãàôüÿ Òèõîíîâíà:

"Åñëè áû ãóáû Íèêàíîðà

Èâàíîâè÷à äà ïðèñòàâèòü ê íîñó

Èâàíà Êóçüìè÷à, äà âçÿòü

ñêîëüêî-íèáóäü ðàçâÿçíîñòè, êàêàÿ

ó Áàëòàçàðà Áàëòàçàðû÷à, äà,

ïîæàëóé, ïðèáàâèòü ê ýòîìó åùå

äîðîäíîñòè Èâàíà Ïàâëîâè÷à � ÿ

áû òîãäà òîò÷àñ æå ðåøèëàñü."

Í.Â. Ãîãîëü. "Æåíèòüáà". 1833
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð "Ïîêóïêà àâòîìîáèëÿ"

VW Golf Opel Astra Ford Focus Toyota Corolla

Öåíà (1000 Euro) 16.2 14.9 14.0 15.2

Ðàñõîä òîïëèâà 7.2 7.0 7.5 8.2

(íà 100 êì)

Ìîùíîñòü (kW) 66.0 62.0 55 71

Êàêîé àâòîìîáèëü âûáðàòü, ÷òîáû îí áûë ìîùíûì, íåäîðîãèì, ñ

ìàëûì ðàñõîäîì òîïëèâà?
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð "Ìèíèìèçàöèÿ ïàðû ôóíêöèé"

minx>0f1(x) =
√
x+ 1

minx>0f2(x) = x2 − 4x+ 5

ìèíèìóì f1 â òî÷êå x1 = 0
ìèíèìóì f2 â òî÷êå x2 = 2
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè

min
x∈X

(f1(x), . . . , fp(x))
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Äîïóñòèìîå ðåøåíèå x̃ ∈ X íàçûâàåòñÿ ñëàáî ýôôåêòèâíûì (ñëàáî

ýôôåêòèâíûì ïî Ïàðåòî), åñëè íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèÿ x ∈ X òàêîãî,

÷òî fk(x) < fk(x̃), äëÿ âñåõ k = 1, ..., p.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñëàáî ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé íàçûâàåòñÿ ñëàáî

ýôôåêòèâíûì ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ XwE .

Åñëè x̃ � ñëàáî ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå, òî ỹ, òàêîå ÷òî ỹ = f(x̃)
íàçûâàåòñÿ ñëàáî íåäîìèíèðóåìîé òî÷êîé

Ìíîæåñòâî âñåõ ñëàáî íåäîìèíèðóåìûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ ñëàáî

íåäîìèíèðóåìûì ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ YwN .
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Äîïóñòèìîå ðåøåíèå x̃ ∈ X íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïî Ïàðåòî

(îïòèìàëüíûì ïî Ïàðåòî), åñëè íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèÿ x ∈ X òàêîãî,

÷òî fk(x) 6 fk(x̃), äëÿ âñåõ k = 1, ..., p, è fk(x) < fk(x̃) õîòÿ áû äëÿ

îäíîãî i = 1, . . . , p.

Ìíîæåñòâî âñåõ ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì

ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ XE .

Åñëè x̃ � ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå, òî ỹ, òàêîå ÷òî ỹ = f(x̃) íàçûâàåòñÿ
íåäîìèíèðóåìîé òî÷êîé.

Ìíîæåñòâî âñåõ íåäîìèíèðóåìûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ íåäîìèíèðóåìûì

ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ YN .
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé è ïðîñòðàíñòâî êðèòåðèåâ

Ïðèìåð Opel è Ford ýôôåêòèâíûé âûáîð èëè Ïàðåòî*-îïòèìàëüíûå

ðåøåíèÿ

X = {VW,Opel, Ford, Toyota} � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî

fi : X −→ R, i = 1, 2 � êðèòåðèè îïòèìèçàöèè f = (f1, f2)
Y := f(X) := {y ∈ R2 : y = f(x) äëÿ x ∈ X} � îáðàç ìíîæåñòâà X
èëè äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ

minx∈X(f1(x), f2(x))

*Âèëüôðåäî Ïàðåòî, 1848�1923 èòàëüÿíñêèé ýêîíîìèñò
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Âîïðîñ 1

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè

f1(x)→ min
x∈X

f2(x)→ max
x∈X

Îáðàç ìíîæåñòâà X â ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ ïðèâåäåí íà ðèñóíêå.

Íàéäèòå YE , YwE
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Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Ëèíåéíàÿ ñâåðòêà êðèòåðèåâ

Âìåñòî èñõîäíîé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è:

min
x∈X

(f1(x), . . . , fp(x))

áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ñ îäíèì êðèòåðèåì:

min
x∈X

p∑
k=1

λkfk(x)

ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ λk > 0 è
∑p

k=1 λk = 1.
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Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ïðè çàäàííûõ λk, k = 1, . . . , p èùåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

S(λ, Y ) = {ỹ ∈ Y : 〈λ, ỹ〉 = miny∈Y 〈λ, y〉}

Âñåãäà ëè òàêîé ïðîöåññ äàåò íåäîìèíèðóåìûå òî÷êè?

Åñëè äà, òî âñå ëè òî÷êè ìîæíî ïîëó÷èòü, ìåíÿÿ λk?
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Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Ýôôåêòèâíîñòü ïî Äæåîôôðèîíó

Äîïóñòèìîå ðåøåíèå x̃ ∈ X íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïî

Äæåîôôðèîíó (Arthur M. Geo�rion), åñëè x̃ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì è

ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M , ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X,

óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

fi(x) < fi(x̃) äëÿ íåêîòîðîãî i,

íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ j, ÷òî fj(x̃) < fj(x) è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

fi(x̃)− fi(x)

fj(x)− fj(x̃)
6M.

Òî÷êà ỹ, òàêàÿ ÷òî ỹ = f(x̃) íàçûâàåòñÿ íåäîìèíèðóåìîé ïî

Äæåîôôðèîíó.
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Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Âîïðîñ 2.

Ïóñòü X = {(x1, x2) ∈ R2 : (x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 = 1, x1, x2 ∈ [0, 1].
Äëÿ x = (x1, x2) ∈ X ïîëîæèì

f1(x) = x1, f2(x) = x2

Êàêèå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè ïî Äæåîôôðèîíó?
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Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Ñâîéñòâà ëèíåéíîé ñâåðòêè

Òåîðåìà 1

Ïóñòü λk > 0, k = 1, . . . , p è
∑p

k=1 λk = 1. Åñëè x̃ � îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå ëèíåéíîé ñâåðòêè ñ êîýôôèöèåíòàìè λk, òî x̃ �

ýôôåêòèâíîå ïî Äæåîôôðèîíó ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîêàæåì, ÷òî x̃ � ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå. Åñëè ýòî íå òàê, òî íàéäåòñÿ

x′ ∈ X : fi(x
′) 6 fi(x̃) è ∃i0 : fi0(x′) < fi0(x̃).

Â òàêîì ñëó÷àå
p∑

k=1

λkfk(x
′) <

p∑
k=1

λkfk(x̃),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè x̃ â ëèíåéíîé ñâåðòêå.
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Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Ñâîéñòâà ëèíåéíîé ñâåðòêè

Òåîðåìà 1

Ïóñòü λk > 0, k = 1, . . . , p è
∑p

k=1 λk = 1. Åñëè x̃ � îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå ëèíåéíîé ñâåðòêè ñ êîýôôèöèåíòàìè λk, òî x̃ �

ýôôåêòèâíîå ïî Äæåîôôðèîíó ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîêàæåì, ÷òî x̃ � ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå. Åñëè ýòî íå òàê, òî íàéäåòñÿ

x′ ∈ X : fi(x
′) 6 fi(x̃) è ∃i0 : fi0(x′) < fi0(x̃).

Â òàêîì ñëó÷àå
p∑

k=1

λkfk(x
′) <

p∑
k=1

λkfk(x̃),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè x̃ â ëèíåéíîé ñâåðòêå.
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Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Ïîêàæåì ýôôåêòèâíîñòü ïî Äæåîôôðèîíó.

Ïîëîæèì M = (p− 1) max
i,j

λj
λi
.

Ïóñòü íàéäóòñÿ x ∈ X è êðèòåðèé fi òàêèå, ÷òî fi(x) < fi(x̃) è

fi(x̃)− fi(x) > M(fj(x)− fj(x̃))

äëÿ âñåõ êðèòåðèåâ fj , äëÿ êîòîðûõ fj(x̃) < fj(x).
Òîãäà íåðàâåíñòâî

fi(x̃)− fi(x) > (p− 1)
λj
λi

(fj(x)− fj(x̃)).

âåðíî äëÿ âñåõ j 6= i, ò.ê. ïðè fj(x̃) > fj(x) îíî òðèâèàëüíî.

Óìíîæèì ýòî íåðàâåíñòâî íà λi
(p−1) è ïðîñóììèðóåì ïî âñåì j 6= i:

λi(fi(x̃)− fi(x)) >
∑
j 6=i

λj(fj(x)− fj(x̃)),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè x̃.
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Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Ñâîéñòâà ëèíåéíîé ñâåðòêè.

Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå?
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Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Ñâîéñòâà ëèíåéíîé ñâåðòêè.

Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå?
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Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà

Ëåììà (î ñâîéñòâàõ âûïóêëûõ ôóíêöèé)

Ïóñòü X ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî è âñå ôóíêöèè hk : Rn → R

âûïóêëûå, k = 1, . . . , p.
Åñëè ñèñòåìà hk(x) < 0, k = 1, . . . , p, íà X íå èìååò ðåøåíèé, òî

∃{λk} : λk > 0, k = 1, . . . , p;
∑p

k=1 λk = 1 ò.÷.
∑p

k=1 λkhk(x) > 0 äëÿ

âñåõ x ∈ X.

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Ñâîéñòâà ëèíåéíîé ñâåðòêè.

Òåîðåìà 2

Ïóñòü X ⊂ Rn � âûïóêëàÿ îáëàñòü è âñå ôóíêöèè fk : Rn → R

âûïóêëûå, k = 1, . . . , p. Òîãäà x̃ ∈ X ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì

ðåøåíèåì ïî Äæåîôôðèîíó, åñëè è òîëüêî åñëè x̃ � îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå ëèíåéíîé ñâåðòêè ñ âåñàìè λk > 0, k = 1, . . . , p.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðîâåðèì íåîáõîäèìîñòü. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.

Ïóñòü x̃ � ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå ïî Äæåîôôðèîíó.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò M > 0, äëÿ êîòîðîãî ïðè

ëþáîì i = 1, . . . , p ñèñòåìà

fi(x) < fi(x̃)

fi(x) +Mfj(x) < fi(x̃) +Mfj(x̃), j 6= i

íå èìååò ðåøåíèé.
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Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Ñâîéñòâà ëèíåéíîé ñâåðòêè.

Òåîðåìà 2

Ïóñòü X ⊂ Rn � âûïóêëàÿ îáëàñòü è âñå ôóíêöèè fk : Rn → R

âûïóêëûå, k = 1, . . . , p. Òîãäà x̃ ∈ X ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì

ðåøåíèåì ïî Äæåîôôðèîíó, åñëè è òîëüêî åñëè x̃ � îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå ëèíåéíîé ñâåðòêè ñ âåñàìè λk > 0, k = 1, . . . , p.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðîâåðèì íåîáõîäèìîñòü. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.

Ïóñòü x̃ � ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå ïî Äæåîôôðèîíó.
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íå èìååò ðåøåíèé.
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Òîãäà ïî ëåììå î âûïóêëûõ ôóíêöèÿõ äëÿ i-é ñèñòåìû íàéäóòñÿ

âåëè÷èíû λik > 0, k = 1, . . . , p ò.÷.
∑p

k=1 λ
i
k = 1, ïðè êîòîðûõ äëÿ

ëþáîãî x ∈ X âåðíî íåðàâåíñòâî:

λiifi(x) +
∑
k 6=i

λik(fi(x) +Mfk(x)) > λiifi(x̃) +
∑
k 6=i

λik(fi(x̃) +Mfk(x̃)).

fi(x) +M
∑
k 6=i

λikfk(x) > fi(x̃) +M
∑
k 6=i

λikfk(x̃), i = 1, . . . , p.

p∑
i=1

fi(x) +M

p∑
i=1

∑
k 6=i

λikfi(x) >
p∑
i=1

fi(x̃) +M

p∑
i=1

∑
k 6=i

λikfi(x̃).

p∑
k=1

(1 +M
∑
k 6=i

λik)fk(x) >
p∑

k=1

(1 +M
∑
k 6=i

λik)fk(x̃)

âåðíî äëÿ âñåõ x ∈ X. Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè íà
∑p

k=1(1 +M
∑

k 6=i λ
i
k),

ïîëó÷àåì íîðìèðîâàííûé âåêòîð λ > 0, óêàçàííûé â òåîðåìå, ïðè

êîòîðîì x̃ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå â ëèíåéíîé ñâåðòêå.
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Ïðèìåð

X = {x ∈ R2
≥ : x21 + x22 > 1}

f1(x) = x1, f2(x) = x2

XE = {x ∈ X : x21 + x22 = 1}

Ïðè ëþáûõ λ > 0 ëèíåéíàÿ ñâåðòêà äàåò òîëüêî ỹ1, ỹ2!
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Ìåòîä óñòóïîê

Äëÿ b ∈ Rp ðàññìîòðèì çàäà÷ó ∗ ñ îäíèì êðèòåðèåì:

min
x∈X

fj(x)

ïðè óñëîâèè

fk(x) 6 b, k 6= j.

Ìåëüíèêîâ À. À. (ÔÈÒ ÍÃÓ) Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ëåêöèÿ 6. 27 àïðåëÿ, 2013 ã. 22 / 25



Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Ìåòîä óñòóïîê

Òåîðåìà 3

Äîïóñòèìîå ðåøåíèå x̃ ∈ X ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïî Ïàðåòî ⇔
∃b ∈ Rp, ïðè êîòîðîì x̃ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ∗ äëÿ âñåõ

j = 1, . . . , p.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü x̃ ∈ XE . Ïîëîæèì b̃ = f(x̃) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî x̃ íå ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ íåêîòîðîãî j. Òîãäà íàéäåòñÿ x ∈ X, äëÿ

êîòîðîãî fj(x) < fj(x̃) è fk(x) 6 b̃k = fk(x̃), k 6= j,, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïóñòü x̃ /∈ XE . Òîãäà ∃j0 è ðåøåíèå x ∈ X, äëÿ êîòîðûõ

fj0(x) < fj0(x̃) è fk(x) 6 fk(x̃), k 6= j0. Ïîýòîìó x̃ íå ìîæåò áûòü

îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ âñåõ j íè ïðè êàêîì b.
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Ýôôåêòèâíîñòü ïî Äæåîôôðèîíó

Òî÷êà x̂ = (1, 0) íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé ïî Äæåîôôðèîíó

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî M > 0 ∃i ∈ {1, 2}, ò.÷. äëÿ íåêîòîðîãî

x ∈ X ñ fi(x) < fi(x̂), fi(x̂)−fi(x)
fj(x)−fj(x̂) > M äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, 2} ñ

fj(x̂) < fj(x).

Ïóñòü i = 1, âîçüìåì (xε1, x
ε
2) = (1− ε, 1−

√
1− ε2).

(xε1, x
ε
2) � ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå, ò.ê. (xε1 − 1)2 + (xε2 − 1)2 = 1.

(xε1, x
ε
2) ∈ X, xε1 < x̂1, x

ε
2 > x̂2, i = 1, j = 2.

fi(x̂)− fi(xε)
fj(xε)− fj(x̂)

=
1− (1− ε)
1−
√

1− ε2
=

ε

1−
√

1− ε2
−→ε→0 ∞

Àíàëîãè÷íî äëÿ x̄ = (0, 1).
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